


数列与数填限

2 - 1数列极限的基体定α

例: 存在数列{ 给n} x1=3 .9 xr = 0. 99 x3 = 0.

999 m= 2.9 . 9

请用数制緊限定义证明 : {@m = 1

思 : 找到 ↑ ),強得 ↓xuy |点

证 : | antd ε

13 . 99 .… 9 - +| <

15
"
LE

n > bg,s
至

令 N = [ l0g 0
起 ]

心

(缨点了
当 npN 都胡( au- y |< {

唯一性 : 如果数

寫a5x



收窮数列的性质
1 . 及數数列的极限唯一

证: 反证: an→
G, Xn→1>(G ≠ b) Gab 3a

-b < xn <幽
取 ε=-G "

2

: Iim Am =G 雪以 N
, M > N 时 |xu- a |<@ ⇒- -a<xn -a<Ʃ b-a

x3∞n b-G
limXn =bIN 2

, n >N2 时 | Xn - a |<π
-a
=> - 2a < Xu - b <≡

"
x3∞n

证 : Xn = (- 1
)n *是发散的 ∵^

“3ba(

三叫盾
,
不可能有两个极限值

没收敛 xXn = G
, 对 ε=÷

,
≡ N

.
, b >N 时

,Xn-alci
⑪

- 达 < Xn-GEI =⇒X位ta
>

G-点 ati
.

2
.收敛数例一定有界 距离为 1

证: 设 xXn =G . 对 ε= 1
,
雪 ↑ , n > N 时

* n- a 1 < l

1×n |=| xn-a+a |≤|λn - a |+ 1 a 1 < 1 a 1 + 1

n > N 时 , N后 1 xn |<|a |+ 1 有界

收敛数列一定胡界 , 有界不一定收敛
~

)
+

3
.

次敛数例具有深号性

4.收敛数)的任一子数列收☆于同一数列



反三角4数

y = arcsinx
Λ

定义域 XEE 1门

4.y÷洲
_—

-π

影 ,
值域 YE [-π ,

π ] ~
→

⑲引清路
2 . y= arcoosx

定义域xE ( +H ,
1 )

值域 YE 60, π )骇 ” , w

马
. y = arctanx

墨 定义域 x ε ( -∞ , +∞1
值域 yε|-Ʃ ,起 )



34数的极限
1
.

x→G ,有限数 . fx)在x 3的去心邻域內有定义(在X 01可以沒有定义了

f1x) →1b

|imFix ) =fx) fix) →的 ( x→ x8 ) ,
X7X3

连续

左极限 古极限

limfx)=A 災x*f
(x)=A

→j

x→ X 0 , f( x )极限有在⇐) 左右极限均存在目相等 1 与 x :⑤ 点无关了

例 : fx) = {
x
- 1 X《 O

1 imf( x ) =
0 X= O x^>σ

-

x+ 1 x70

解 : 悲; f1x )=
- 1

∴ 左右极限存在组不相凸
| imfix ) = 1

: 极限不存在
x>0

+

性质 : ①4数极限唯一生 ② 寫 fx1=A, ② Mz0, δ 20, 0 < / x -Xo|<δ 时

局部有界性
③ 局部部深号性

| imfx)=A , H>0 ,
δ>0

④ ),f(x ) =A . {xn } → X 0函数极限
*>X3

O<|x-|< 多 , fHx3 >0 xf(xn) = xxfix ) 数列极限



无穷小与乱穷大

无穷小 :趋于 0 ( O也可以是乱穷小了
↓ ↓

从员 从正

定义 : x→x0 | x→∞ ) fx)的杨限是O .

1≈4 fx) 是 x→x0 时的乱穷小
无穷小十无穷小无穷小一无穷小

( x3∞)

无穷小无穷小 C 无穷小二都是无穷小

无房本 : ∞ ( +∞ 或 -∞ ]

无穷大十无穷大不一定为无穷大 ( -∞++∞ )

∞ - ∞ 也不一定
Dx ∞ 是

定理 2 :

Fx)无穷大 , 兩无穷小
f 1x) 无穷小 ,原是 ∞

极限运算准则

定理 1 :两个无穷小的和是无穷小 ,
有限个无穷小的和是无穷小

定理 2 : 有界与无穷小的乘积是无穷小
一

eg : ,鬭巴小
定理了 : C . 无穷小也是无穷小 定理? : φ ( x) ≥

,
α (x ) | im φsx) ≥|inag

定理4 : 有限个无穷小的乘积也是无穷小

定理 5 : | imfix) = A limgax) = 1B φ ( x ) 7 ax1limφ 1x 17, I ' imα(x)

| im [fx ) IG (x)] =↓ imfix) ± | imgax) =+±63 egl* >不但 。哦= 1 im爽
0

lim [fix) Gx)]= limfix)limG 1)
| ilmf6x)limN= limg/ x)113 ≠01

定理b : { imfx)存在| im[c. fx) ]= C . limfix )
1 im [fx ) ] " : [ limfix) }

h



自例 : 溜 ,12x-11 = 1

例 2 : 洲jx+5 二 - ③ (若分母不了 ,自代

例了 : 1》3÷1 im厢1+)

1

, 菇
二古

例 4 : fim—+x+4 (÷"
) =∞

X* 7

例 5 : 品—×
3+4*世2
区3+ 5x*

-3

同除入了三* 一lim
了

一个

例 b : lim 3x
=
- 2x - 1

2x
3
- x=+5

同除 X
3 了

=|im
π 一 =☆

*>∞2 * 十

二 0

总结 : 若分子与分母最商次相等则=最商次系,数之比

若分母 >分子最商次 : 0

若分母 <分子最高次 :∞
( 只适用于 x→∞)



极限存在准则 (两个重要极限了

淮则I : 列{xn}{Mn}①θ n 。 ε N, n
> n> 时, Yn ≤ n ≤ Zn② xYn = a

(侠逼准则 ).zn= a 则 xxn = G

重要极限 1 : oint = 1 ⇒0—2 = 1 ⇒ 无in ,有 tanx , arcux

⑦ (注意是x→0)
寫文
anx=

1 im警率=1
例 : im F

-∞SX
例:1oxGrcsinxx

-70 x
2

:Jimtsx11( HGSx) 令 x = sint

上谈im一cosx 篮 sintt
二专 1

准则I :单词有界数列必有极限 , 收敛必胡界 , 有界不一定收敛
重要极限2:lim ∞↓+ *)* =②⇒∞( 1 +)□=② ( 注意、

“

+
”
“

分子的 1
”

门
例:lim( 1 -÷ )x 例览 ( 1 +或 ) 2

x

X-3∞

二九 ( 1+* )
x

= .↑+ 或)3x]
3

= lima|+*)-
x]1

= e
2

一十
= e

无穷 , 小 、丽比输

limXs 悲 IimVx 1简成 :0 ,惑 =∞ )彈二方X
-70 X30

① lim欢 = 0 商阶无穷小 β= 0 (α ) x结论: →0 时低一 1 的酒 ×

②| im☆=∞ 低阶无穷小 sin x 的 X
n

③ lim设 =C 同阶
②α:β品β

且 lim☆ 存在

④ lim$=C≠0 R阶无穷小
⑤ lim 是 = 1 等价无穷小

例 : 寂—
tGn2xsin5x

二翡㉔
+an 2xu2x

2sin 5xn5x = 5



例 : lim—飛3x 1 im ( 1 +x)
β

yosx|=X30 x30

= lim*
x>0 X

3t3x (^|+|□ - 1 的的日 )

二 3灣 ( 1 - Cosx 的 ☆ x
^

]

二
1 = lim 或妈
芎 x>0πxx

=為

周等价无穷小 ① x→ 0

② 是兩个相比时 ①有根限

连续性 连续⑳有定义
八 ① ay=f ( x+xx) -f 1xo1 ③极限二数值

增量
(即变量 1 。 瀛符,

y =0 左连续:-xif1x) = f1x0)
② (淑xxf( x) =f( x0 ) 右连续:x++x)

= f1 xr )

连续 ⇐) 左 ,
右连续

间断点
①在X0无定义无穷间断点 : y =tanxx: z

景
②| imfix>不存在 }=* x =0 分*>X0

③ xfix) ≠F1x0)
振荡间断点 : }= sim☆ , x=0 时④
可去闻图员峽灯时

,跳跃间断点{必器
第一类间断点 :左右极限都存点回去 , 跳跃1 P

第二类间断点 : 左右极限至少一个不存在 (无穷 , 振荡 )



补充等价无穷小替换

Dlagatxwma
② Indtx n X

③ G
*
y w xmG

④ x + w x

⑤ 1+ x)0 - 1 n ax

⑥ 派-1 的击 x

⑦ 5 ∞Sx UEx
2

Iim Ux,
Vx)
= dimeln lux,

Vx ) ( lim U (x) = G | im Vix) =b)

= lim e
Vix, InUlx)

= ebina
= G

>



两个特殊极限

夹逼准別 : 在某去心部域內, 存在G >< f1x>< hx )
,且满足xGx = 1。hx

)= A则胡。) = A

例 1:塌漲 例 2 : 1
》—
—室 lim siuix 例 4 : osin哦好欢

整体法 = 1
: 寫李sin

5x. 5 : 溜— inxs女 = limx
了

二 1 . 5 二
5

二 5
= 1

例 : 1寫 xtanx 例 : 篮
, xsx 篮子x 奶

tanx-simx

:浆激 * 补 : COs 2x = 1-2si㎡x 错误做法篮:0
|- Cas2x= 2sin

㎡
x 1是等价无穷小不能用于加减法」

: 11酱成 陷/ : lim tanx( 5C03y
二溜。2

s 注n式 印O ×3

1 好
= dim tanx .Ʃsin'x

我與 2 . 龜
”

: 2 - 击二生 X37 ㎥

: Jim
特殊极限 。 ( 1+ x)

*
= 。( 1 H* )

*
= C

x70 彦二五

( 1+无穷小)
无穷大

例品1H* Rx R )1。↓ 1 +☆ 15×

= 1。[H)Y
? =

加[ H☆)]
15 ”鬭》

一

= e
2

= e
"

二eln
. = 1

引。
了
”

×
1

说明 : x
-301 n(

1+* )
ux

xly}
补充 3

×
: e

Gab =ebna

: lim exu
3
- 1

X70
× \

= lim xlmb
x70 ×

= 1 h
3



无穷小与无穷大

常用的等价无穷小
sinx 的 x a

*
- 1 m xtha

tanx的 x [ Itx)a -1] 的 Gx
2

ArCinx的 X 1 OOSxn &
arctanxnx

| n ( ltx) nx

ex - 1 mx

例 : > lim sin3x
1溜上, > lim3e

*
"

in12x-t5x
-30 aresin 5

x

≡ lim我 二 1込 二一装6了

二丁
: 2 二会

4 ↓lim的 nCoxxx
→0 □ 州网C

∞s1nx )1
x] 才) 是;

= lim IM (HOSxll ( Iulatx ) mx) imCoStx++—X70 2 x
-

31
: im OOsx- 1
X70 λ

2 = 篇Gos(x+[ 1H起]
= lim -±λ

2 x
-1

X70 ×
2 : 1 州x -1

sin- [^ 1 X-11)

二一五
二幽—飛
二 w

一

Ʃ



( 6 ) | imx . s怒 (无穷大 . 0)
X300

= lim * .*
X
->∞

二 1

IPS : 若 、 X5點代换为
, 因为条件变了 ,

它不是无穷小

总结 : ① 无穷小才能换
② 五花入门的无穷小 ,

抓住它们

③日减法不能用

无穷大的变量之间对比关系

X*
2
>x ! 3 >d *

>
C* >> xD>> xa >》 { nx

( x→∞ , OKa < k , KC < d)

eg :

x
->0

,
x+ bx3是世阶无穷小
大 (找大头)

x →∞
, jx ^+6

x
是阶无穷大
大

例 : ”y
5x
+8*

a) lim 2* + 3
*
±5
x

凹激x *+2* + 3*

= 11m 5 + 0
x>∞ 4×+3* +5x

(找大头— * ,

省略 1 +2
* 1

x2∞ 7 + 8 = lim 飛 + 数 + 1
×一

5
x5∞

紫十数 + 1 ∵ 九3 引或
+

袭 + 11
二街

出 ,䇚
: ,

= x31 或+ * + 1*
次

二 @爾( x为正) 此篮
2x2+ 6 x

: 1 / PS : X→ 0 .
抓大头 ,

大头为入而不是 xj

=|ium2 x +=災爾 1x为了
x30 τx + 6

二
- 1 = f

: 沒有极限



1.极限存在 E)左右极限存在目相等

2 . 有界 × 无穷小二无穷小等 : }。 s場勢小
{ imX

=
t2x+3

了
.∞

,

比5
= 1

, 淑貨+

比条件是。X 7∞

4 .
重要极限 o①* sinx= 11 注意与 tanx ,aSx☆转换)

②1 -H 案) e

5 . 单调有界函数必有极限, 收敛必有界 , 有界不一定1
灯

等价无穷小 :
,

条件 x -70

D
π

1 + x
- ) n π x ([+ x )

α
- 1 u αx ]

② 1 - ∞sxnix
<

③ ax 1 n xlna( e*y n x )

④ nHx nx

间断点 ① 无穷 ② 可去 ③ 振荡 ④ 跳跃

盏觀 削原连续 sin* 前后不连续
X=0

第一类间断点 : 左在极限都存在 ( 可去
,

跳跃 )

第二类间断点 : 左右极限不存在 ( 振荡 ,
无穷 )



； 
4
1
3
0
2
6
1
9
9
8
0
1
0
6
5
9
2
5

极限求解三步走 :

step 1 : ↓tλ 將自变量极銀值代入极限表还来, 如果有能↓得到结果
,
继续下一步了

step 2:分类彈瞥极限类型哪一种属于肇点是發别出莊的 *勢小θ和无穷天心
step 了 : 化解 (根据极限公型 ,选择分別造用的求解方法 , 进行德解或变形

例 : 1 )P + 2 x- 10 山知⑩ ”麥 出寫义Ix
+ 6

出出洲 x 2+ x
-

2死城十分子胡理化x
3
-4

雪乘
:抓无穷小量— λ -2 =| im 3-x - I*

二 0 wow
x☆ !将 x -E} Lx -y

( O . ∞= 33 :
(x-2) (x

-3
)(x+ 2 )1x-

21篮 三一建
此。x)
*

此篮化
1singexlu1品 二1 工

二 (x +2 )(x大、网 )
代入现1

∞

1

① 用 11+无穷小)无穷去 拆伤为 σ . 胡值 二一本
二}

一

)1号x4派 )
1

= 1。( HCosx
- + )

西
= lim simx .Hx)00< = -=胡
x30 Ih 1H2x ex

1
= lim ( Hcosx

- 1 )
sx+ . ∞3x+ . x

二翡xTX☆了Casx-1
一

二el翡不 : 1 i》☆
= lime翘 二五1

= e
三

↓

②套用 GB= eblnG
寫

x奶( 11x+ 1(
州姆 11x →)+ an1
x

1
—

θ
YOO1 分

O有值)
≤ bim e

* lmcosx

X73 7 - 1

= e } ”x = 宛一年 , 器 x2)

洲
↓

xxn的sx :1篮H

學 二 - π .
*2的
x
-2

一 7二
_

osx+篮x ” 二一五 一

-

可



!
,
卧数的连续性

1 . 可去间断点 例 : 求4反f(x ) =侥*+2的间断点 ,并判断其间断点类型,

lim fix) = ( imfix) ≠ fixo)

定义域缺朱
0

Xo

fx ) =删,術

x 75 感

了

*
找间断点 :

(
分段函數分段

( imfx) = 1+f
(x ) = -2 ∴ x = 1 为可去

X
-35

√ | imfix) =|imfix ) =③ ∴ 8 = 公无穷2

2
、 跳跃间断点

x3522 X强起

-f(x) ≠ 1☆*Fx)

一

例 : 设r= { x 荊一⑮ ,
X* 1

确定 G , b使得

∵ 2 x = 1

函数外外连续
》

①即让+ (
Gx) = fy

了无穷间断点 - 品= 21 ÷ )

”

。

”两 ② 1代λ |D = -G

点 參
,—比

- G*1
+

3=2x

-2GxG11㉙癌
)

xfx) =∞

1
.
.
G±b= 0

= bim G (λ+1tV43 ) =2
第二类 X

3引 2

. ia
. 4

= 2

4,振荡间断宾

篮加fx1振荡瓜收敛
i
.
G = 1 ∴

.
b =+

μ 连用幽昏= fix

v
} : sin戈



例 :讨论fx)= ox 的连续性,若胡间断点 ,则判别其类型

( n是未知数,λ是常数 )
① 求关于 n的极限

X品蕊
∵ 对 X要分类讨论焱,

抓大头后 ,
X
“
不计

$ 1 君大头后 , 1 不计

: 得占
③ 一X

得出图自象 :

八

:” ”
: 间断点一 1

, x都为跳跃间断点

≈

例 : 证 : ( 1 ) λ
5
+ x

4 + x ^+
x

^+ x = 0至少有一个实根

i : -6x )连续「m
F12) >o
f1 - 10) <)

∴
. f12 )f( p) <) ∴ 存在



升导数基本定义 易忘的求公本
1

fan x
'

= sec
'

x logax
1

=

x 1na

克某一点附近的变社趋势 arcsinx :
1

G
* : G

* Ina
|- xc 一

.θ→ Cotx
1

= - CsC
>

x arctanx =
1

,↓叫 k=犁 + xZ

例 : 设函数 fix ) =混 tb炎为使函数在 =1外
求 G . b的取值

但这是一段的 , 要是是求一个品的话 若想、
在 x = 国写 , 则在 x = 1 外的把丐 = 右导

当口 x→ O

另xk =》, b= f
(x+Ax)一x 相

fl 6+)
f"

= a ( 6+x)笈1 : G
+GAX+ 17- 1

{
十

AX

公*
k = 收等afx)a 左 0H

品1= H2
餐口

x - 1=+Y = 2

即军也 = 2: AxGtGx测品: 2s

咒变理災行和x无穷小变化
: 分图已是无穷小

二分子也要无绵小

i Gl 1 Hdx]tb- | -→ 0

: a +13 - 1 = 0 =⇒>= 1 - a

∴ 少 = y。flx+第-
f)

原式 j,
Gll+x)+ - a- 1 = 2

的 X

=,x,
flx) - flxo) 连续Ʃ 司马

i
.

G = 2 b = - 1

x
- k3

例 : 已知数fN) 在 x = 3 外可將 , 且 flo] = 1

例:推导下列基本数的导数 已知 f ' (01 = 2 求寫fx)飛x

1 . y= sinx 2 . y = ex 3
. }= x

^ 一极限

。
fx) 1 + 1
y
*第遠

1 . 此 :x,,
sin(x+Ax) - sinx 爨f河 : ⑲; Ʃ 十 x* 、 藏及X

= | im SimxossIx + ⑧sxsmax - simx 用羨已知来凑未知的子
二 ) 2+ π

*(

( 瀚x =1 )

红x
->3 AX [ = 1塌 2计岁 ( 1 - e

*
m - x )

= lim smx ( GsAx-1 ) + 的sxsmax 二

及X
-33 及X 例 : 已知连续函数 f) 有}炙

=

1 求 x=1 处的函数切

二篮》 xsinxloos
土+

篮 yc 的 xsinAx 线
2
dimf1x) =ful一

ΔX X” 引

↓拆成两个就可以用等价无端小了 又悠聯 = ) : ∵ } fx) = 0 =f川

二 Xinx… - Ax 十明入 焦鬭鬭䇚,“ .
∴

.及 =
二 bimx☆ ta3 x

x
- 1 y

- 0 = 3 (x)

二 Csx
: 笊峽以成= 3 y = 3x -3



判断 ㉙ 数}=stmx 在= 3外否司写 4 . 4 参数舌程求马
若用公x : Y=35sinxtx ∞ sx 设 y = Y心由下列参数方程确定求袋 ,

幾
Rx ≠0 ∵ 在 x =0 Km 可票

用定义求 :

溜
fio單和拟二派s飛篮 =

x)im { x = arctan} = lullty
”

∵

“是焉扇
公用使用前提条件 : fx)和 g ( x) 分别可可 装 : 犁 : 篦 2江

但成不可马

隐卧数求马43

将 y看解 x的③数,对將体件每个元素逐个马
哦, : d () : 疵 = 2 ( 1 +ti

們 : } - xe
"
= )

,
求 y

解 : Y 对为水写

y ' -e+ xe"
-

y ' ) = 0 例: 求曲线P =2θ在 θ= 外的切线牌d
少 : bey θ=2θ=÷w

䇚

x= 0a0 幽二— :”pay : Y =( 1Hx)L2xt 3)(5x+
6

)cy
'

} = Asin θ
(同时取对数 ) 瓦成( ) + ( ) + 11 好了

(对θ求写 ,
表达本理只二该有一资

Inb=± {b ( l +x)+±↓m (2x+3) ±i | n (jx+6 ] Σ

上马
θ # x , y ) 二 - 1

∴ X= 2θ OO3θ可二 *+ 北+2 (5x+ 0)5
y = 2 θ sin θ 筑: 觀 : 2

sinatz0cxO200s720- sing

=⇒ y ' 二冷十冷司

例 y = xx 我反Y数求写 冷 -rθ

已知 y=f( x ) , 目f( x)有对应的反函数Gx )= f±*) ,
解法了 : 1ny = xhx 胡 x= G ( 以 )

.试用的( 以 )
, g( y ) 和

G

" ( y )粉別表示出
(对数 ) 篮和长= 1 n* + x * 简

b
"
= y ( + In

*)

解法2 : b= exlhx

y
'
= exlm

"

,+ x *)

y
1
= extm

*

( u * + 1)



4 . 6 商阶马数 5 . 1 基于.分近以计算

莱布尼茨式:如果函数 LHlx ) 、
UIx)分别具有 名分计算法则

:

dy= y ' dx

0d(u±v ) =11 ± cho
n鼎数,那么两者乘和的 n阶 d( cu ) = Coluu

数及为如下形式: [(1 ( x), U (x )]⑰ )
上 d( uv ) = Valu + l 1oo

vols -tsdo
Cus uIl"OfCon ' Ulls- "

U

' fCnUno
"

d () : 口

…… + Cu"llU(m) ] 例 : 一根金属棍长为4 m , 底部半办0. 1 m ,在受热

膨胀后 ,长度增加 0 .35 ,经增加 0 . 00公米 ,请机增加

1f - g141 : [0f4 g+Cif3
g' +Cpfig

'

+
增加的体积 do ds= lor"= iπ rdn

Cu'f
3

gi3 + C44 fog 4 U : 5 h = 0 .次
☆
0 .
0

- 0

. z 。 !
例 : }= xcsinx ,求 y

( 10 ) : d 0 =飛器紫
= 3 . 00 z 270

解 : : CPx (nx )10 +C0x()sinx19 = U - 0 . 1 P 0.35 f 4 . O .3020

+Cx ] ” ( siλ8 +…Cxy" sinx 5 . 2 沿必达法则
满足 : ↓ ) x→G ,③4数f( x) 及9 )趋于0

运)在点a的去⑪邻域內 ,4数fix 》以及GNN都
存在目 G 1 )0

¢

「

B 11u爾存在则有溜a 關a關
例: ↓+ ,X3

-
3
x+ 2 x×

3
-
x ^ -x + 1

例 : ! 瀚x
-sinx

× 3

:im 3x
2
-3 二瀚鴛

x
-31 3x-2x - 1

二 )
:ixx

二參飛创此不能再洺、
环满足- 号 ) 二翡感

二
二古

例 : lbm Xtsinx
x7∞

x

(减∞能资 )
sinx

算H1)有行无穷小∞ 抓去来

(1)
inx
= 1 )

例:
Xsinx
simx

若用浴 : x 2xs
* -。□)

正二洲 》

xx2S成
不满足踢极限不存在

= xsin成 = 0 下不能用浴



例 : x眾 若改 (x→ - ∞ ] ① 定义变量 X , 好 α

二 1城
lim x

②找关系和 + x㎡ : 36 α 的λac
x3

-

∞ x2 + 1

15 ^ (X = 比一起
α

二混卡 二九一* 求背 t
⇒ 二

- 1 D
:

5 . } 相关变化年问鼎 梵災,些击
1

代入X1=), 因为是求这一例 :一作臨灯商 5 . 4 m , 人商 1 . 8m , 当 h 以正 lS 朝远离

路灯方间乐移动时
,
↓影子头顶部片的移动速度累的少?

瞬间了

解 : 由题莊: = V = 2
求如

= -
9的

oft

5 . 4

又由相似三角形災二方 鼠 : 炎帶二一 rFiop 8 ,

0 .3

=BX2 = ③d 代入X2=3 二 -3
-1污

行
……。八哗蕊 ,蕊 (以上为链式 )

“

1链3
. 2 : 3 ②

对卡示辆端同加d
@ dx 2 = d 13x , ] =③ dxs

Ol | x |㎡+ xz
'

) = 01636)

毙 : 冷裝 : 3 2x 1 + 2 xz 0xz = 0
dx 1 =

- λ d2

| x , x 2 1
: 帶二甾一炎
: 0 .} 一给

二万冷
doosa = d6

例 : 一个去 6求的梯子鮮搭机墙上 ,初始
-sina ol a = & obx 2

时倾角为 60 ,
假设其底部向在以0. } dα= - &sinadx2

mls的速度承平滑动请分別求出其搭在
墙上一端不落的速度,以及倾角α变辫的 莊 = 莊- -sin = - PB

X* 6 →
6

毙, …



② ] y二风 *

l 的
*

( ab = ebin)① = e
= e

π lmx

V y
'
= * lm*

. fxlnx + * * ]

,
—
”

:

“

啥

” :号
②
lny = * n * (两边对数 )

」Vs2号 沙
亏
一 可

= 一成 | m* +π *
① 变量 x

.
l λ

y
'
= y . | 1 - Iux)2

② x+ 6 b = ( ②此 = 2
= x
* →

(1 - Hn)

③求毙
受 y

'
= 0 x =e

则 1
= 1 ≥ 0 y

'

s =<o 大
γ

0d ( x+1 b ) = 1( E 岷:毙 “π . : Yi , y
'

z
< o ∴ x=C极准

2xdx =lb
R

dx=☆ 二交二亏
→

5
.49数的单调性 、

凹凸性

1证門不等过 λ> 0时 ,
1Hix> | tx

坐标
flx) = 1+± x -派 近不同于驻点

fix) = 击一法做

1
㗀 上,

Λ (例A 1
≥ 法 (1- )
又 λ70 ∴ .5x 30

∴ Fx) 7 例 : } = lnx^ 1求其凹凸区间以及拐点
品 -x) = 0 ∴ fx) > 0

y ' =xitl 2x
判断极准点方法 :

① 一附写 : 在某一点处一阶导数为了 ,
目在该点左右 令少 = 0 ∴

.
x = O

区间数异別 y
"
=

x
=p 2

( x+ 1 ) - x (2x ) ≈ (x-1 ) (x+ 1 )
=

(x+1 )
2

②二阶导 : 在某一点外一阶数为), 二阶公正则 令 y
”
= 0 x= 1

,

- 1
极小值 , 二阶為呂极大值

当 x < - 1 , y
"
<O

求极值 | X≥ > -1 y
" > 0

5
!
"

,

b
"

"

;
☆
"

0
d > y = -

λ
4 +2x

2

xX > 1
y
" <

y
'

= - 4 x3 + 4 x
凸 : (-∞ ,

+] V[ | , +∞ )
凹: ( -1 , 1 )

会y
=
) λ 1 =

O , 6 , - 1

↓ 拐点是坐!
!

! ∴ 拐品(1 ,
|n) , ( 1 ,)

y
"
=1 λ x^+ 4Y” 。

<

小Y ”, 0



7
.

区別 : 等所乱穷小替换为 : x→ O

而求极限为“ 找大头 ”
{*2 ) →成次数最小

x→∞ → 找照数激商

8
.

0 . ∞= 0
,
|∞ 1( + *)× ] , 若有分式可份有值 . 0

9
,

tanx = secix ∞tx =③ C
2
x

arcsinx= 㘠 arcosx
:x

arctanx ' :我

10
.

岁: ②北常数eg: x }ax
+ b=

2 : 12 = 0

11 .
在 x = 1 .处司马← ) 左马=码

12
、 连续不一定可马 , 可马必连续

13 .提到连续xxxfx ) =fxr )

14
, } = x

× 1隐函数写: ①两边取对数{ y = xmx →
救

② y = e
*lm×
→吗

15.1y ,
inx
=11重要极限了瀛办有界 ⇒

16 . 相关变化争问题
①定义描述问题关键变量
② 找出变量之间关系

③ 利用链式法则或相关关系

117 . 若一阶马术
0
, 二阶导为 +那該点为极小

二阶子为 - 那该点为极大
18

. y
"
= 0 的点口4拐篮 (性标 )

Y
1
: 0 的叫驻靠挫标1



例 : 证 : zexteY > e≡xty

设 f1) = e* ,
x ,YG

f 'ix ) =θ *
f

"xke
*
> 0 ∴的凹

: e
'

te
"
, ey



泰勒公司 尔数:G=↓
解例 : 近所杜 Co50. 001的值 az= 慧 fix) =fo)+↓y+

G 3 :裂 裂+… …

f∴……; an言的"。 .

e
*
=|+ 求 x + 或 + … 前 x ”

利用 y= a成 +|px+ C ≈ 的的 x(模拟的及图)在这小段 )
↓排彈涉嘉绮鬭:偶

止
例 : 求极限: lime *

-
1 -smx x -sinx⑧接近

C=
1

, - : 0 ∴ b = 0
x>3 5∞sx

⇒} =ax → 1 e
*
= 1++式 ☆+ 或妈 …

.

.

∞3 X = G0 +ax fa2x
"
- + Anxn 咒淡豐,霉 : ∵

1
. 求 Go : 直接代 X=0 , 90= 1

2 . 求 G 了 : 求次马 | - 1 } -☆ ]
simx = a 1 + 2 a3 x

+3G )
x
^ t …hGnxht}

( +x +i+ 城) - 1 -1x式)
}

代λ*O ,

- sino = a . , Gs =0
:
你。

或十场
⑧

,
推)X己

τ

每求 G 2 : 求二能
= 1 ( ☆ 鬼略不到 )

GSX ≥ 2aε+ Oa 3x + . … 联想等价无穷小的强 : 其课就是泰勤展可)

代λ X=0 e* +=× 十
—
—城十城省略3

∴
.

G 2=Ʃ

: 在x30 时 ,请判断[ e *
-
的x+5 的x-2x-*)是

x的江阶无穷小

方法一 : 消酸设为 k牌无穷小
∴ 由此可求出 GsG4 G5 …

…

liom
ex-∞sXfsinx-2x-

: a

求出的未越多 , 拟合的x效果越好 x0 x如

浴必达 : *+sinx +3R. λky
-2-2x
: a

山再浴
X-OSXtsimx-

Σ

s

P+( )RX2
-2 σ

↓
比 -sinx+3x 哥的xB( 1及股 X及一}

d ex -的3x -simx

k+1) B)RR x2
n4 % →—

-e*+
s品11A 411xmr





19
. 遇到 teyze 域联息∵ 构造y =ex

20
. 篮
,鸣豐 (比较入,抓 ) ∴這(3 小忽略

∵ x
-30 ∴③《 X 如

21 .
求红阶无穷小

= 1

① 溜笈 (假设为 k)阶 )
② 克劳林泰勒展形

山浴到不成立

X
及 - u 令 k - H =O ,为 n阶

22 泰勒展式 (使用条件 : x→0)

ex = d+x +式=+ 引 x
3
+
…

… 成 xh
「 一

X = 1Hx +λ24 x 3 + … … 加

sinx = 1k或 x
3
+πx5 -ixp_ -.

oSX= ]
-

式 x +≠ ! ×
4
- ÷! x

0

23
. 湖理分式分子打移目不能dl ) 试谢拆分,凑分子(# 1能凑di ) 也可)

eg : δx+1)
3x-
+ dx= { +πdx=1nx + 1nx+ 1 +C

② 若分遜 1,试试分母凑 (
)

≥+ 1→acem

eg :J+5dx = 「dx =arcenx+2 +CC
背 +dx =a arctan☆+c P5 :不定积分记级+ c

5dx=arcsinatc
24 .

sinx , OSX 谁能让整体负一就塞到ll 1

若都不能让整体变员就凑 secixdx= d ( tanx)cscix=- d (otx)
一

1secix= ta㎡x + 1 selx =城
ε

c*=5 imx
…一

SFsinxdx=ftrsinxxdx= fsex+tanx2=kLfdtaxtnxttx=—a*(↑ 1/ denx = - tanxi +C



ex +sinxt的x

2(R+) / R)(Rxkj② i
:
不用再洛

及 5: 0 i . k =5i : 为 5阶无穷小

方法 Z : ex 的入

x30 ,
= HX+☆☆+ 司 x3+ 到 4 +求↑+π x 0- 11 -÷+始

-

π0)
+ x-
!
5;* ] -2x -x 3 =
sinx

∴ 为5阶无穷小

例 : 成 = Go+ a , x + azx + asx
'
+ . …

=|+x+ x+ x
3
+×4 + ……

臟河器o.∵
”

已知成 =|+ x+ x+奶 + …… 求以不在X=0附近多项式展开
一

H *
=

1D=|+ 1 - x)+ ( -xP+ 1 -xB+| - x )4 + ….

=| - x +x- x3fx4- … …

↑鹅
| n ( +x) = X -Ʃ+^~+ … …

+x=| - x2
+
x 4- X6

+
x8

…
…

小乘马
arctanx = X- ☆

3

+5 -☆^+ 59

例 : 求极限 : xx-x = lnlb 计* ] ]
.

∞ - ∞ - | u ( 1+ s )
.

Ps : 不可直接游牌无小 . | u (1+|ux ,口减法

泰勤展: ( n ( ψ x )= x - ^+^ _ 区

4.
…
.

x→0

| m ( H * ) 二戈 - ☆+35 一飛
x→∞

1

代入 。[ 区- x 2 (* - *+ 城 - ]
二[ x- x +公或)=□: 0 法(其实代入前2项即可,组多代错)



L ) 1器
( xxHx)

*
-1

µ :

☆ 当碰见底数与指数都有变團,写为

( 1t λ )
*
= θ

* bm ( 1+x)

liom
extml 6tx)

- )

*333 狂
( e*-1 m x )

= lim * imblt) ( |n ( 6+ x) wx ) )
tat的×=1

x≥≥ X
2

二炎 = 1

例 : 当a ,
b取向值时 ,

x0时
, x(a+b∞sx ) sinx 为 x的5阶无穷小

解: 原本= x -Gsinx - Dosxsinx
= x- a ( x-)±* ) - b | 1 - ☆+ * ) ( x - ☆”+↑↑ )

…

∵÷( ra-b )x +| &+ b ) 》- 1 两 + )

*若要是5阶无穷小则可—- b= 0, ℃+B: 06 抓大丢 , x >01

联立 : G的b
= - 分

f1 x ) = x5∞sx ,求f1 x )在x=0的 5月阶数。 即fi 0) f
"

σ) f
"

( 0) … …f
%)

f ( x ) = x511 -=+4 - … …

1

=×
5
-@( + 9 - × "

)……

↑NM展开式为fr ) + 器×+④ x 算加 +@34
-
-

对应后 m = 1 ∴
f
15 )

= 120

£lo
> 1 !

= - i∴fo |= ? ! x- i :2520

∴其余沒有 :0
PG 总 :用泰勤展开式时一定要在 X→0时



定保分 .

hossabfant
二
F

( b)- Flay

fix ) ,骘 FN)

D 与变量无差

Sf¢faf將
②
Jaafxidx = 0

③ Sa" fix) dx= - fpa fixlox
几何合义 ( x朝脖 ∴ 有” "

)

④Sa
"fix) dx : fal fixidx+ SoPfixidx
( Cπ一定在 ab 之间)

例已知 fx ) =x2 -x{
2

fx1dx +2{bfixdx < fM
设a : f,

'

fix) dx ,
b=fb '

fix)dx (都是数) 及 a , b

fix ) = x
2
- ax +2b 令G= 代入自已

↓
∵ a = {? ( ax+2b) dx = 5 x

3
- ÷ax +2bx |=③ 、29 + 4b

b ={0
"

( * -axt2b) dx= ; x 3
-
iax2

+
2bx| 10 = 5 - @ -2D

(编到两个方稚)
4

.
.
G= 5

b =引

: f( x) = x ㎡ - ☆x +



例 : δ0
③ sinxdx = - ∞sx| feiaxdx

二 +
: xlht - Sil xdtntfsin'dx={ as2xdx = xlnx10 x 1 ,

0

= 出 X - πsin2x ) 号 = e - (e- 6 )
瓦 1

二平

Ssinxcdx= fsin 京cdosx
(分部积别

=-f r-asxdx) n So
'

1 r-xsdx
二
- (∞sx- 分 C{

x
)] 号

x

二十部 震法
5o
"

1+vx+ 1 →法2
八

念二删 䄅 g =M 70

X =量 xi
:

0 -> 1
Cx : tolt

τ
S,"t dt X 二千
( 注意、换元 ,

积分区域也变化了

:{=+1
∴
.
X = 4 时十二分

(找 t , x对应系
X = 0 时古 = 1

一

S .

β

莊 dt
强

: { ,
β

在
t-11 t

: {,31 - # dt

= 七
.

- |ut+ 1 | ,
3

= 2 …+1n2 - 1h 4

= 2 + 1 m
式

= 2 - 1 n㎡ (演积分换元法记游换界)



1 、 待莱士公式
畸 :州 、 所了 …… 会 (

Ssiynxanxdx ={n岛: 可以… 顾了… … 出超
eg : δ。osix

0
dx= . ③ 。1 ( 点火公司)

{sinlxdx = 式 µ公站 =
w

局怀听起

八

2 、 利用奇偶性

如果 fx )是奇4数 {@ f( x ) dx = 0 海訓

fix )是偶函数 S-@@ dx = 2f0afixldx,
例 : {. ( hh\ + xi) dx S

.≡ (x 3+sib > x)③ sxdx

令 fix) = Inx ={.式 s 1^λ os ' xdx
f ( - x ) = 6 n-

x

={-≡ ( 1-Gs 'x )os' xdx
= Ih 1冢

*] 1

二一的階
=f- G3> x- G54xdx

∴ fx)= - f 1-x) = 2S.os'
x

- os
4xdx

为奇 包利用华莱士
= 2 ( ÷≡ - π起 )

{② m+* dx +f'xdx : 2
: 0 + 2 δ?

x > dx
= 23 |β= 6



filx+rdx
= {
i1 x42x成 * 1* )x
f 1x) = 2×γ成
: :Fx) 为奇
= S- i 1 dx

= 1 × 2 = 2 (被积为 1
,直接乘区间)

3
. Sa" fix ) dx =Sa" f 1 a+b- x ) dx

例 : δ 。
混
¥axdxx 7

≈-
λ )= {
,
≡貨sinxdx

λ相加一
2±= {10 |x =Ʃ (组合积分)

心
i
! I = 本

例 : δ- e*y dx δ

S
≡e *sin"

-
)

He
* lx

=j起+10x
:2 I =fsin4xox

不

= 2SƩsinuxdx =2 π公起 =33
∴ I =元 , 记得 ÷2)



变上限乐积分
5 . 5=f,

*
sin ( x+ t ) odt

! 令 x + t= ) 转对1积 )

信
“
盥強

一

Crt=ln 一

s 1 = F
'

= f1 x Syxsinudu(上限代入一下限
= sin 2x - sinx

(S0
*

fit)df = f 1 x)|对上限马 )

例 : X →0 ,
下列变量是关于 x 的几阶无穷小

例 : S*1= {.* etdt ,s'
能DSi原数:tdt=÷ 比

{ 站 = ”
s
'
= e
*

工阶
2 . Sx ) = {。sinetdt 求S (上限变 ,复帖)

不求原函② 数 : S = x

esinx . O0sx(1钻数 ) .
∵

S→λ是正阶

S,
"
etdu = e" , i' (马后为一阶 ∴原为2阶

31 x 3 :Ssit '( t求S ” ( 上下限都变 ,
拆分

,再复后马 )

=Ssinx t' dt + fo* t= dt Sosin
*

let-1 ) dt
= -fsiu *t "( t +fox"trde s ' :enx - 1 )

.os

= - Sinix . ∞ 3x + x242x 又 X> 0∞的念
x

= 1

问看作上限代 λ一下限 )
= esims -1 n X

SN4 .

=xjetdt (x拿出 , 看作两部分积分 为己阶

= xSo
*

etde
= 1 × 1

'

f%
' etdt + x (5o*etdts

'

= So* etdt + x . ex



义积分
St吗

s *

tdt
lx1 .S,

"

x
2
-4xt4

5 ' =的x) . sinx

无穷小代
↓ =δ,

β

π2 =dx -→ ∴
㳼 二一西 ) ∵

二三

二子不可能为负值 寝点
原为 4阶

公成为瑕点 ,
不能包括 2

, 分开算 S,

βpx
×S0
*
” Fdt ∴ 算 δixzjx +δz' dx

5=δ0
×活dt + x . 办 3x 二篮ifia飛比t 1+

dx

= {o
℃
经 dt + 3 x

4

二篮2 威
)

.
9 +1 e 成 )

:还有
→

∵ s
"

= x - 3x + 12 x
3 = +∞ - ! - 1(∞ )

= 15x 3 = t∞

∴原为5 阶( 求了两次导降了兩阶 ) Sst
∞

2: dx

例中 : ofoxsintobt (变上限积分)二或 *
5 的SX

二的 x 丬
= O - 51|= d

5 ' =sin 渋
,斷x 1 ( 不包括瑕点不用分 )

: 注义积分 : ①Sa"f1 x) dx ,
a ,
b固定 太觉c

存在 CG [ G,
b] 使得以cfix ) =∞

②{a
+∞ fix )dx或)x,怒fxC



例 : f ,+∞成 e
=
*dx

” 二台;=f ,

+*

e
*
d1* )

= -2 ex |+* t -
ix
-

p
港·)

:
{

>

”
,“
劑器x

二戈
通过上述是 : Y : 戈都发散

= (nx * |+∞ 了 又在 (0 ,
1 ) y = 在在 Y : 戈上方

∴
.

(0 ,
1) y=π 也发散

=+∞ -0 } =我不一定
= t∞ 11 ,+∞ ) Y =成在 Y : 戈上门

4 .Ss '☆ dx
二一 * |

'

o
:成也发散

: - rai -]:* y=的不一定发散 。

5
. Sit

∞

如 dx 尺子 : *

二一 *
X> 0 :我《 *《 西= 0 -t )

二 11 收敛 发散
6

.fiYolx
X→+∞ i☆《 * 《 区

= Soriolx

}
收敛发散

=2i |∵=20 : Y =论 1 要不同阶 , ! ! ! )7. S
,t ∞ dx

=x2 *=+∞2-2
二十∞



25 fubdo一

= LN - Svolu(反对幂指 )
7

⑦ 是
“ 减

”

号

26 . ftnxdsIS ' Inx dx

=δ Inxdx
= X 1ux - { x * dx
=xmx - x + c

1
喃 :
nt

-π
n
了.

……

27 华莱士公式 :{
0
s;m* cx ={oƩ as^xdx=

万

n啊 : 十 , 以 … 出起

28 . 利用奇偶性 : {
a

^
f> 0x

广奇
= 0

偶 = 2f0afx 1 dx

29 . Ja "fix , odx = Sab (a+b-x) dx

30广义积分 :①Sa"fx )dx ,ab固定太遍日暇点了
存在 CG [ G,

b] 使得以cf(x ) =∞ 马驻点 fis ) = 0
②{at ∞fix )dx或@) Ox ,怒 fxo←④拐品f"Y0)↓ A

: 0 .

31
. 尺子 : 戈 ” 二吕活

在加 ) 麥
》* 》 發

-
i
-

p
{

>

:

( 1 ,+∞ ) 成≥ * 》的
红 . □wgax 坚切一

要 收
算长坊体体积和

要不同阶的



例 :{,
∞

*C× 已利用尺子 :女
定船分的品用

求旋转体的体积

又 X>∞ , 飛 《 *
: 收敛

. ⑪龜So 'osoxodx
=So 'sinxdx ( secx = 的 ) v

: hfiIidx
CSCX: inx

x
-> 0 城心 *
∵ 成发散以等所也发散,

∴总 : {a" πfpdx
n

例 : fix) = { + sinx , g 6x) = 的 x ,
x=0 x=≡

So'

国 dx
围成图形

,

绕 x轴统一周体积

x
->0 e

*
- 1 r x

" -exynX ” ,

思 :用飛得
又的 《 成

∴fjdx-πigidk
:UR. =元δ

o
②9Pdx

S ,

t∞

( 6 -∞s 6 )dx
=

TOfo
"H

2sinx+sin' x-osx

X3 +∞ 由华莱士δ0∞ snx= { 0≈siunx
| - G的成心 ☆ (无穷小的提 ) 二

π

f≡1+ 2smx dx
飛《 成 =π ( x - 2∞sx ) 号
下收椒

。 = N(π+ 2 )
= 2万 + 起

PS : 不能直接用 f(x - G (x 1 代表围成曲线
应用大体程一小体积



例 : y= x = -2 x 在XE [ 1 ,2 ] 之间

曲线段与 X轴
,
X= 1 围成图形 ,求该

图形统y轴旋转一周形成的体积 SPT 0xody小

← 1 :沙
1

,

江i
清一 法 2 : 坚切

⑲
“

一㉙ 1横场

Sayπ÷ 號- π

/

, ”
Y 已 ↑xy统

↑ { µ ,

rwx ,y -dx

∵ }=↓x-1 )
^
- 1

x= y-「± 1

率
“
繼一谈,对称轴右 :+1 + 1

在 :√y- 1

=πd'
1

Hrg+) 'dy -元 Z尤 ↓

= πSHy + 1 + 2ady- 元 V= 2π xly | dx
=π .2 + ( 4) 号

|
-

0
-元
V总f ,

?

2nxluddx是“
= EW

二Szz0xl洲
—

二 ×4年号 i记
(

x

= In( 16 -
3 -( 4-)



利用定品分对数列求》

1.δ35
x
2dx

八 ①切成 n 6份

训
%

廢嗓 ; 2啊…
…1
·

宽式

③
总和罚的 ( 3+ 的) :{s5 xdx

將下题定积分写成数列求和
1
.S0☆ sinxddx 例 : α「 丽+ 据十… 所 )

step 1:画阳数图编, 切纷 ①提出的
0公万士+ 的十 . …刷

父木
…

②饭泻为Ʃ

二九公丶 1( )
step 2:求纷宽 ,

高 ③ 出 → dx
, 的 → x

] sin(i )
so

'

我 dx
32

=| n ( 1+x) | 5 =|㎡
step 3 : 求总和

晨西 sinl恐)



例:x ( 城++π+ … )

①提出

x[nt的 + ……+叮
③阿成 Ʃ

以 x罚啼
”耀唁“

③☆→ dx 式 → x

S ; dx ( * O-> 1 固定 )

Si出
i +x
2 drHx )

: Ʃ| nH* 10
: Ʃ|n2



常微分方程

府程 : }
'

= X

{解通 : }=^+ C 1 解不唯一 , C为常数)

衍裝解
“

}
導

¥ 0
]y= 1 人、 “

定解条件
”

问题 :

家
→4
t

的瞵随士的变化
∴ X = 2tr+ C

(隐藏条件 : V= 0 ,

N=0) . . C = 0

结鬭 :

”

;” ,

分方程 )

y = 式x
3
+ cx + C 2

间题 ↓ :

的宝温
20 T

↑ t
鼠: 一及( F-25 ]

问题訊叫m
: kv

n 以一些 “:飛背

mg - k花 = m品



一阶分訪獎 y =准 | n ( d+ x
2

) d( 1tx^]
D 分离变置 = ( nlHx) ( (tx̂ ) -{ 毙.2x0

y
'

= zxy 二 [ ()nH* -S2x 01 x ]
装 = 2xy ( y 与 x分开 , 格在一边 二击做)一 C

哲 = 2xdxC 又过 (0 ,

- 一出 )
1

.
. C ==Ʃ

② 两边分别求解

Sjoly = S2xdx
例 : fM满足 : fn )={

,

*f 1 )
t的看到变上限积分三士十城

⇒| n1 = x
2
+ C

1) = e *
^+C 樵辈

y = ± crtc
两边马: fix) = f ( x ) - 2

⑪
=±e

*
”

.点 y
'
=2 y

看作一个新 C
二 ± ex

”

- C A 1题于

∴ Y = C中隐藏信息下毙套一附以通解丄

总结: 模型y = PNIY 下司求出 C

y = CeSpaox | n㎡= C - e
0

已知曲线 f1x)过点 (0
,

- ÷ ) ,其上任意
∵ } = In

㎡

e
2x

一点切线斜年为 x . ln ( l+
*) 求曲线方程

火
R=x.1h /tx

的 y
'

∵ xh 11tx)

>/解: y ' = x . bn| Hx^ )
dy : Xmltxjdx

dy = x
- |u ( r+ x

^

) dx



y
'
= PNY→通解 y= CeSpmodx

}
'
+PN1 } =qx

)通解 , y
=efpax1d

*[Sefpx1d , qidx+ c]
心

ey) '= eGax
)

- gix) Y + eGn) . y
'

= CG) [ y '

+ gix) yy

∴ y根 ) Y =*
, yj
efpadx

例 : 1
. Y + t篇 =鼠
= e-ftanxd

*

[f eftamrody . oosx Olx + C]
Incosx= e [fen.cosxdx+c]① ln不加绝对值

: GSX [ S sx-oosxodx to] ②想中间不RC

"

1
2

x -2x} - y
㎡)鼠 + y㎡= 0

联想前两个方程都不符合
。

转变思想 Y → x

x-2xy( -y
2 ) . 期 = -y

^

x2y 飛鼠

=崇以灵
“

*
: X= e

-fpmids[ fefpinid'" , aiy) dy + C )
Spn 1 dy : /2ydy= {(gi- )dy =-5 ' -21ny



① j = P)Y一阶线性齐次微分高程

② y'PNY=q )

一阶线性非齐次疗程可门一次C

qdx] σ 次

变量代换

X , Y 全化成 ☆ →求出 11与 x 积分后关系→再换回 Y

+y=
)

dx- xydy= 0( 城只有可或者Y)

(左右同除 x

1 + 第 ]dx-艾 cly = 0

( 1+ u
㎡

) dx - IOty = 0 (将 by → dx)

lb= 4
, } = b 3x dy= d(ux) =UOlx + xdy

( 1±') dx - 61 bdx + xu) =0
↓

Olx - uxdv1 =0

婆
“

: vndu

lnbl =≡
P
+ c

→损回 Y

| n* " =÷+e

2
. y ' =☆ ttan艾
令 ☆=U ⇒ y=Ux, } 上災=@ =

ldx +x = 1 + x
花

代入

Htx花灌洲機出迎sin艾 =±ecx
↑焕回 Y

Inlsinul = In 1×| +C i . sinu1 = |XI .e
0
: ±el . x



变据 : 情形 2 : ( Gx + ky+c) ⇒ 1 二阶常尔尔线性齐次微分高程

y
"

.
5 , □ 1不是河 , siny… ; 一次目在边: Ody = ( 3x +2yt1 )

>

dx
Λ

y
"
+里 y + ay = 0 把以南关系放有

令 3x+2y+|= 1⇒ 消
Yd

13 x +2y+1)=Cluy 憫
fal3dxt2dy1 : cly
亏 ↓

⇒dy=011
-3 r

2
+ pr + q = 0 →

鼎

dy = 1 dx
γ , ≠γ2 , y = C, erix + Ccerix

⇒ osi 30 lx= iolx ri = rz , y = (+Crx ) er "改边 { γ , P
>=α+ B Y=α× (

G , as☆x+ [ sinBx)

毙s = 0lx (合并同类须 ,再分)
例:Y

"
- 4y + 4y =0

Sπ+3dr =) x ⇒ γ㎡ _ 4rt4 = 0

(Sz+ a dx =aarctan (a] +c) r. =γa = 2

={站÷= folx
∴解为y =( C ,+ zλ)e2

x

二式管 arctanl净 +

包捉回门
解法 2 : 降阶

令 p= y , y
”
: 装 : 鼠部

=+Grc
2stan ( σ ( xf2y +1)

罚 P - 4p + 4y =0
总结 : 两种代换 {

別
y

+c → 0y

step 1 : 号 … → U1
例 : y

"
-≥y

'

+ 5 y = 0

2 : 消了 ,便之只有x 和 u r
㎡
_ 2r +5 =0

了
. 分离变量后积分

A= b㎡ -4Gc co

.4 积分后将 ↓部分换回行
求负根:

D (r. - 1
)

: - 4

γ-1 = ±2i (ir : - s )
γ= 1 ±2之

② 一土uaer—
2G

i
.
α= 1 β = 2

∴ 解为 y =e* (G∞s2x+Czsin2x



Ae
2*

( 4x+ 4 ) - 4Axex = exy =,y =Yz

都是某个微分方程心才线性弊的的鬭提 A 二或
45 e
*
: C
2x

Dy = ( } , + yz )也是解 ∴ *:年 xex

⑧ y: Cy 1 也是解
seep 多 : 齐非齐得最后答案

③ y =|Gy , + bHz) 也是解

例 :
y = 个 + yx

Y , 是 y
"
+ 2 y

'
+5 y =0 的解的 ,

"

+ 2y ,
1 +5 H 1

= )
= Gex + Cze

*
+ & xe2x

e是 Y
"
+ zy+ 5yx的解 z"

+ 2 yz+ 5Yz= x

若把 H , 十谁得出的解

累下万载性非齐次的解而非线性齐次的解
:齐次的解非齐次的解二非齐次丽解

二阶常尔数线性非齐次方程

y
"

+ py '+qy=fm
1利用上方 :齐次繁

+ 非齐解 : 非齐解 1

"例: y
"
-4y = e

2x

Step 1 : 先解齐次 : y
^

uy =②
㎡-4=0
γ= 2

: Y = C, e
2*

+ Cze
2x

step 之 : 求特解 :

fm手
.xβ! 彦心是

x的n次多对Msly
βx]ea

*1

H1
m ,阿分别是 m , n次

特解 : 1此题中 x) 为 0次了

∵* =
C

*A此<θ≈
O次 ( G 中γ ,γ的中的一份)二

(倔xJ

*
"
= A [
*

14x+4 ]
满足 y" - 4 y = e

2x

代入:



引
. 数列求和哟實船分

变形, : 有x 西 =x

32.一阶分方程 yY ⇒ 通解 y= Cefpadx

33 .
x -2xy - y

2)筑 + y== 0

联想前两个高程都不符合 ,

转变思想 Y → x

背 : 一2
xy- yz

义老 (π) = 1
不 xN

.

a )

变少量代换
DX , Y 全化成 ☆→求出 H与 x 积分后关系→再换回 Y

+y=
)

dx- xydy= 0( 维城只有 y 或者Y)

注意区分 dy 与 Y
(y= x ) dy= 1 dx +xOlu 但 y

上袋— — x+x
π = l1 + x装

最后化为封中工收 x , 初便九]
⑪

② 变换 : 情形 2 : ( ax + by+c) =⇒<1

总结 :

两种代换等
→y

dy = 13x +2y +1 )
=

dx ax+by+ { -→l 1
step 1 : 段 … … H

令 3x+2y+|= 4 ⇒
消Yd 13x+2y+1] =Cly

2 : 消等 ,使之只有x 和 u

愕3dx+2dy = du 是
. 分离变量后积另

⇒ oby = 121
-3

.4 积分后將 ↓部分楼圆Y



二阶线性密次

y
"

+ P)y 1
+ qNy= 0

⑪ γ i ≠ rz y = Creri
"
+ Ccer

2x

γ㎡+ pr + q =0 { ricre b = d ±(zx)e
"x

γ , γ
z=α tβ iy = ex

×( [,sin βx +Crsβx )

二阶线性非齐次

y
"

+ PY +qx ) } =Pmseax

5tep 1 : 先求齐次

step 2:求非齐特解 : * =ex 随 )媒
山

一次 HxtB 着 a与 r
无 Ax 胡 62↑相因

Y ”

代入求出A

step 3 : 解二齐十非齐


