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←

多无函数 ③
裂=☆ x ☆

- 1

偏导数

祭二嚣
,+

Ax, 917
幽靈鄧 ,虚輝鬭 。:哿

器唔器 zntaM-

,
④ 趙接代Λ Y = 1 ∴ y

- |= 0

Z = X π能代 x 因为此为 x的偏导业 )

駕 : 1

高阶偏数( 混合编导了 :例 :

1
{ Z = X

4
+ y 4 - 4 xzy

=

先对 x將飛: X4
号
_ 8xy

:

哦 = 2 x +3y
∴ 裂 11 . 23 = 8

再对y水导登ay=
-⑯ xy ( 洗x 后Y )

骑 = 3x+2Y 一登 11 .
2 ) = ]

若先对 y军: 登: 4 y 3 - 8xy(再对 X 求写 : 死=- 16 xy (先Y后X )
×
两者结果相同不论先对谁求结果

都相同 一

一无4数 : φ= f ) 可写 ⇒ 连续

多无函数: Z = f(b4 )连续 ≠ 存在编导

DS =鼠 = #π V

√
剝 = 式一口 不连续 ,但有偏写 :

剩,

" ( ↑ y ) 地。 )

∂=一 µ tRz
∂ * y ) = ( 0 , 01

③☆= y( 1 +xy) 5
- 1

, y 不连续 :
, limxy)→ 0 ,
y 恕·

— → Y= Rx品 贴入轴
一

= y
=

( 1+ xy }
y- 1

碌 |0 .
0} =0

( : " y = 3
i
= 0 )

当对 y求导时 , 为幂指函数,须诉写为eylnlltxy
,) ( ab = ebimal

偏斗,

,凯登0 .-0
∴

荊 =θ y|nl
(+xy ) . [ / n ( 1+ xy) + YJ 1 ∵ X= Oi

.

= 0

贴乡轴



连幾组,一王偏码爪太及 : 退二

(0 , 0)连续 ② E= HRx

↓ ,
加的= f .n f10+

器和錢 :啖 = 1

一

但☆ ( y=0 ) Z = x = 1x 1

幽 左右导数不一致

、 怒不存在
同理一登不存在

全微分 : dz = 祭 dx +登 dy
Z = F 1 x, y ) 方向导数: 登登 cosα+列 Cosβ1梯度 : (向量 ) : (掇登了

登 =次”

↑登第二叕变瓣岭十一登变化瓣 y↓1
) 飞的变化量变 㬇一xiZ× 0 . 3 = 0 . 6

Y : 3 × 0 . 4= 1 . 2

全微分的判定表答式 :

实际高度差
EN+xy + dy)-ZNY,1 怒 x+zy
—算

:
0



求Z =θ
*
Y的全微纷

( = y ·ey骑 = xexy

3dz= Ye *
"
dx + xe

*"
dy

多乱函数

偏马连续 → 坐微纷

∠ λ 碌二登 Gθ 十一列sino
连续性偏马—山存在

☆= 2 x-2y . 登 =
-2x + 1

駕的Sθ
叕 (2 . 1 ) =2

登

( 12 . 1 ) =
-3

向瓣
,

”
」

:
聚, a15 +

l
上坡下坡问怒瑟化

D
:2048-38n) ,

掴猫

十一登的 , = 12 ,

-3) ( osθ . sinθ )

sinθ {
一 “

城
”

的
θ 与 ( 2

,一 )同向大 θ= Grclm≈

θ与 12,

- 3) 反向最小 了十πθ = arcr
-

≡

\
-30 θ与纪

,- )垂直为了 θ=arcn Ʃ 十
i

) —
—盏聚A 1+
怒业网

☆m×+鸡品
」 总的结 : 聚二聚 Oθ+ 登 in司

↓

习与辍 ,發 ) 同向
,

聚大 ( 上山最情 )

二登 GSθ+登 月与學, 發了向飛最小原坡最快了
θ与毙

,學 )镇
,
㉗为 0 ( 等面线 )

总提钢 :毙二登的α+學 ab 底

龜 e
µ0 ,=1 x2 e

"
∴ 0 )

=2 登= e2 Y
) 0

又∞Sα=Ʃ OSB = -Ʃ = 1 Ʃ= 理吃 =冷
az 位( 与 x轴正商夹角为α ) ∴
.死 = - Ʃ 一登 = xe2 y2 # (10 )= 公(与y轴正向夹角为β)



(方向导数 ) ③水画关系图
12以向置方向

z
→
U 1→ x

1 - 1 ,21反问量方向 → v→ y
(- 1 . 2 )或 ( 1

,

-2 )
( 眾代表 Z到 x的路经 )

叕 (2 , 1 ) =2 列 (2 . 1 ) : 1 同理登
同一链路相乘

。 间成 121 )
不阔链路相加

鬭 登: 登裂十登飛
=21 . 1 +20 | =21 +2U = 4x

多无复合别数求写
例 : Z = UP + V

2

,
H =λ ty ,

V=x- Y
琦 : 一登一登十一登一登

z=Yt求飛肃 = 2Vx * 1 + 2 l1 |

= 2 U - 21 = 4 Y
① 代入 : Z =| x+yP + ( x-y )

2 例 Z =θ
x -y

, X=Sint y = 场求
= 2x +ryz

聚 = 4x , 登 = 4 y
z☆ Y≥±鼠叕帶+ 剟莊

1 多个自变量写为多 ,
单个自变量出 )

=②xzycst +
②全作版纷形式不变性 ex

-ay
.
-2 . 3t

2

z
-

1 u ,
v ) dr = 登 duu +登 dv 例 : U = f ( x , y ,

Z ) =ex
<+ y^+zz

( x
, y )

dz =聚 dx+ 列d Z =Xesiny
登
f三毙一裂

又 du = 裂dx + 一登 dy

同理可约 dr = dx - dy ) ≤⑳( 最终控制权x , y )
= dxtdy

.
i dz= 2011odxtdy ) + 2 0 ( dx - dy ) 一裂裂十瓷袭”

全部影响首接1响

=2× exty
'
+z

2

变形⇒ 2+ 2 V ) dx+ 12 u1 -203dy + 2zex
=+y㎡+Z

2

∴ 登 = EU +20 登=24 -2V Zxsiny
二 4x = 4 y

PS:筛变裏达本



例 : W =flx+犄
“ “ ,

x唔
)

, 求恐 , 双

䳫

恐嘻 裂 : 鄧葬爨露=

f 积 + fbytfiy
= fi + fiyz

ffii = 对u求两次导 ,
f

", r民对1求一次再对Z 相次 )

双二毙+ zyztfig
一

fif“滋尋: 鄧幣關: 鬭鄧z城19z
lfil tfiy

例 : Z = f將1 求辍 》 發

一
x

叕鼠怼
z >a[

*

y
Z→y =fi 2x

瑟叠,裝
=f

'

(x +y
2 ) 2 x

f'-uy
fh→ u 下 Y
》 :盥刿 2x 琦α×=登飛2x

= f
"
v . 2Y 2x =f"zy .2x

= 4xy f
"
l

= 4xyf"
登 : 鼠登

= fin - 2y 一登二一登删
= f 1

. 2y
毙䇚登 zy+ fi 一点: 一登一登zy + 2 f1

= F
"

u
-2y
2y t2f

'

n

= 4y
'

f'
n

+ 2f'n
=f

"
, 4y

2
+2f:



「

Z = f (x , y ) ,具有偏导数 fα= 0 fj = 0
f
"

xx
= A F

"

xy = B f
"

yy =C

DAC - B ㎡20 是极值点 {聚,愀
OAC - B

'
G 0 不是极值

③ AC - BZ = 0

例 : f( x , y ) =
x
3 -

y
3 t3 xt 3

y

= 9x
①
找 fx = fy = 0

{☆ 臨0→ 弹站是
②

赛mxm
)fx : 6x

劑
-6G比影, 權(

-3 ,
0 )

x: 12 )
f'ly = 4y fxy = 0③ fix= 2x - 1

fiu 0 ) = 1+ 3 - 9 = - 5
f"xx= 2 f

"

y= 4

F (- 3 ,
2 )
==27 - 8 + 27+ 12 + 27 = 3 |

式 0)

例 : T = x+zy
2
- x { ( x , y ) 1 x 2 ty } 求最值

Tx = 2 x - 1 = 0
⇒ ( 房 催yx{ Ty = 4y = 0

⇒T = - x =
-
x+2( -1≤x≤!]

Txx
"
= 2 Tyy

"

= 4 AC - B
2
= 8 >0 = - 1

x 3+P +9
∴ X取 1外为最小值

T
"

xy
= 0 ∴θ>0 ∴ ( i , 0 )为极小值 取一击最大

T ( 1 ,0)= 0
T (1 E0 ] = - 屯 Tti=π )

∴ ( -之式 )最大
( 达 0) 最小



直角三角形 ,斜边长为4 ,周长最大是? 隐函数定理了 :

C = x + y +4 最值
四变量

x
=

ty
㎡
: 16 条件 11 十 x + y = 3 X Y 以 U

L (xYλ>= x+y +4+λ ( x
?

+y
㎡
-10 ) { 艾等活但若给 lu赋值为己那xYv 的值都rnennnmi

參 : :→ 發 :
”

的
② 下来

Lx = 0 xity㎡+b=3 ③ .
” . X Y U都受 U的控制

(或P+ ( -买 R=16 (將 x , y表示出来代入③) ∵ 只有 u 一个自变量而有三个4数
j

⇒ λ=± 起

溴潑( λ只能取正值)
x=X (u ) y = y (u ) V= Vlm )

{ xu
1 - yv =

0→ { 皆y ;隐函数定理 YUu + xv = 1

隐函数定理1 .
F
( xy ) = 0 , F 成
, Fy 求裂

, 炎
毙二 _齒 ( F} ≠ 03

u + x) - y㉗=01只有2个未制例 : F (x . y ) = p + y== 1 求花 { y) + v + x@ = 0

FX= 2 x 毙二 —窍 = - 可
个方程

Fy = Zy 补充克莱姆法则

隐函数定理2 : {
ax+ by = c,

→
x* )幽一品b

x + 2y +π - ≈网Z = 0 arx + bry = C2

↓变化为看作 xY影响着E的函数
y =幽ob 叫幽聯所

F ( x , Yz ) = x +2y+Z
- 2ya

F
'

x = 1 - z
Fn =2 -

→怒二學
“、恕巡世y.

F
'

Z = 1 - y 哿 — 噩 怒劑— xo++yz
同理司求一登刘



几向应用 空间曲线的切线 , 法平面
x☆+ y㎡= 1

ixdx +≥ydy=

突鬭鬭 { 占滯 ,

t= to外坐标 ( x 1t 0 ) } tb) E 洲—
—

曲线上一点

)

a = 2(t ) 切向量 ( xit0 ) yits )Zit0 )
i 、1Rx , 乡 ) 为法河星

K 法线 =
—裂 = 女

“ 切线 :湖:等能二飛
∴及切线二装二 — 步

法平面 : Xit0) (*-Xt.) + Yits) ( y- Ye0)
空间曲面 fZ

'

to ( z -zts ) = 0

F ( x , } , z) = 0

法向量 ( F × F
'

y F
'

z ]

切平面
F
' × 1(x -X 0 ) +

F

' y ( y - y 0 ) +F: 1 Z -20) = 0

切√凈嶼平面
↓
例 :求 = P

+

y ㎡
1

在 12 ,1 , 4) 处切平面 , 法线

F 1x , y ,
Z } = Z - xx -y=+ 1

Fx = 2xFiy =zy Fz = 1

在 (2 , 1 . 4 ) 处 (FXF
'

yF'z ) = ( - 4

,r , 1 )

切平面 :

- 4 (x -r ) -2 (y
- 1 ) + | (τ -4 ) = )

法线 :

飛 : 型 :Ψ



重积分
“

氵”
,

→

黜块清州 {abfmdx
a b = F( b ) - F ( a )

Z = fix , y )
一

八Z 底面积 : dxdy
高 : fix , y )

V : dxdy fixiy )

”護灣一.f… IS fix , y ) dxdy
的

两个积分符号
L
×

「Spxydxdy , 7是由直线 y = 1 , x= 2 , Y = x围成 「
纵坐标 } ,

→ Yz

「
H上变化

八 解法卜裝 idyy厂了Ji
*lfOyk

、 办 被积数↓积分1对常 )

…淖
(U目已给了

τ y㎡| Y
: 3 一式

S ,

㎡
1 z - 式 ) dx
积

µ _ } =÷㉗



解法虹耳影xydxi 州 dy=Sidy的噬□爾次鬱一个横条來

Y1 } = 2y -☆

£,

㎡

(ry -" ) dy
↓和

} ㎡≥ -
84 | 3, = 9

SSpxyd 6 ,
D是 y

'
= x , y= x

-2 围成的区域 y =x -2 2 :

4.
σ ①画图

ε
②切割

型州州婴
fm

的网右③ 二重积分
对于 Y , (下端纵坐标 )得分类

④计算 X< Jy 1
= -x x >λ y= x-2

左: Ss
'

δx *xydydx
2

√

加率“ 咖 .fufnxydxdy
一 二三

<filyzb
+

cry
=f "

[

Ʃb( y+2
)"
-

Ʃ
y -y4 Jdy

二÷|+ & y 3 + zy=-0)| -β
二 8
-

45



SSpe> dxdy ,
D是 } =x ,

}=0 , x = 1 围成区域

Λ
想 : 若直接做e* 不会写原函数积不出来

Yz
=X 1 但若竖切就可以將 X作为常数

1

bies
,
sfiterdyfinndx
对y积分不关x的事

i
、
正好解决难題

= Soex㎡
y

10* dx
=xexfo
_

dx
这就能求原函数了

= ex^| b
= ie - 出

更改 ㉗ 列二次积分的积分次序

DSo' dy So" fix ,y ) dx

題 、原为横切则改为竖切
先对 dx积分 X1Y2= 1

X 1
= O Xr

=Y n ,
=0 b 2 = 1 | b = x %' Sx'fay )dy dxΛ

x= Yyz
一

Soidt fxfixigldy
,



x 1 = y
^

y ,
= O

X 2 = 2y Yz =2

② fzdyfyfixy)
廣切 s

X 1
= y

^

x2 = 2yy ,
=OYz= 2

Λ

、 改坚切

⑲ !
”

, β.4 /i * fxn ) dydx
1o" d× Si

*
f (x , y ) dy

三维空间中 x=0 y = 0 , x+ y
=

… E: 0 z = 6 -1x+y
7
篇

—↓
求其围成体积

关心其平面积高

SSp ( zz - z ,) dxdy

准☆∵ 「 Sp [ 6 - (xniyy ) dxdy

计算 「 S口莊dxdyD : x +y ^≤) x + Y 3 ≥ 1

八

,繼篦
∴: 18 dxS 婴盥 dy

但用这种方法计算困难
∴ 采用极坐标

将 =Pc 3a y= θsiHZ代
λ

dx :

:
0

弧长=半径入圆心角

dxdy = 0 dθ=
‰

d 1θ



换为 S/Dosinatcosz odθ d0
= SSp sinθ+Gsa dods

层 ) .

「
打出的粒子先穿 β , 再穿 Pz

∵ 哥d θ5@sinotcoado ( 一般先积 θ 再积 AJ

原射出粒子打中所求区域的角度

= So1 siuθ+ cosa- 1 ]dθ

≡Csa +sina - θ 1 %
= 1 - " - (-1 ]
=2- Ʃ

SSpe
*- 5
dxdy , 17是圆心在原点 , 半径为 G的圆

公
判断是否采用极坐标 : ① 积分区域与圆有关

a
7

②被积函数{ xP + y
2
≥ 0

<

原式 SSb e
'0
" ople Ry: ⇒0

= Sia dasg
"

ee
'

p de / arcen * ⇒θ
= 2n -θ

0”

18
= 2π → 11

- ea )



二重积分的对称性
Λ

Λ

(tab)
. λ

( a ,
b )

.

@ b )

> >

, (a ,

- b )

,

SSpRydydx 在哪边 = O

在第一个 : 当 Y= -Y 时 Py ⇒ - ry
f( xy )⇒-f (xy )

、
、
上下相反挡消

例 : SSny ( Hxejmmdxcy 积分区域如图

龜间能水幽勇数
, 想对称了

划分为 R , Pr 73 174

P 1 + Pz 关于 X轴对称
D3 + 174 关于 Y轴对称

被积: yf xyex
4yz

在 D.
D2 上

D3Duxye
洲
~
…

都折消 (代 y 与Yx与y 都折消

只剩积 Y

又 D 、 D2 上 y 可被折消不可只算1314上 Y

SSD>+174 y odx dly
3

=2SD 3 y dxly = - 5



轮强对称性

例 : JSp
,
x +3y + sinx )dxdyR : 2 x +3y ≤ 5 x>, O } ≥0

SSDr ( 2y +3xtsany) dxdy172 : 2y +3 x
≤5 b≥) x≥0

互相对调 , 值不变

例 : SSnI
=

彈公洲薇 dxcyD : xty < 4* π —
—

① 对调 :

SSn
园+2

城河 - 41+
7 : y

'
+ x

2

≤ 4 U ≥) x ≥ 0
—

液还是
② 判断 : D= D (积分区域不变必

轮换对称性重要条件
③相加江拍 5.x本

↑

盈 dxdy

= SSp 5 dxddy
I = SSDi dxly

”

-

彎→ “莊(二重积分的长条再横切)
) SSSn Plx , Y ,

Z ) dxdy dz

Sx
*

rdx Sy ,

" "dySz edz
l



N : ≤ X ≤ 1 OEY≤| O ≤ Z≤ 1

计算 {/Snxtytzdxdydz
Λ

1 ① 投影( xoy ) → 1
↑
_,
,

”

x办
”

② 定上顶 、 下底

ZF 1 Z=
,

i Si ' dSjyfox ( x+y + z ) dz

= Sj'dyS σ
'xty+ 3da

= Sσ '1 tydy = y+= 10 ∵÷

」SSw * zdxdyda W : z = 0 z=y
,
y=⑤

y = xi

y = 1 ①投影 找只跟 xy有关画出来
hi "IMlig ←

> ②上到下。( 找与
z有关)

SiSi"dfidy xzdz

Sidxfxi *y
'

dy
、

= {i式x
7

dx

二一品 | i = 0



例 : S「Seflxyz 1 dxdydzW : z = xy , x+⑩0 Z = 0成

>X= O

D投影了/
≡

, y = o
消元得 x②②①② 与 Z关

x=O ,y = 0

x+y
-

|= ) ② 上顶: Zz :XY 下底 Z 1
= 0

③ Sidxfidy s ." f (xyz) 0dz

例 : SSSn Z dxdy dz N : z = xty' Z = 4

①投影 : 消元得 x=+ y㎡= 4
吃

” ”

2 改

② 上顶 : ZR = 4 下底 z 1
= x

2
+y

2

③
八 Sdθj? ' ed 0zdZ1 圆 , 用极坐标)

法工 (密度只会随上下变化 )飞均分
> V = TOr , dz

呢 ↓密度正ty : Z = p

L PEVZ m : 20z
2dz

全部 S0" vz=z



球坐标澡, Z = P ∞ 3 φ

x = rsin φosa

l
θ y = rsiupsing

例SSSnZdxdydzλ :x *+ y ^+ ( z- a)=≤ ), ☆+y =≤ z 2 z ^+ (Z - a^= q
2

Z
^
= 2az

- x
2
- yz

消元得xx=+y㎡= G
2

投影 : 上顶 : Z 1
=rax-y

,
下底 : Zz =谈ty

2

Z → r ∞3 φ

點 dxdydz =sin 4 drdade
:SSSursospsiny drdody

fo'ndofod4f
.

'paseospsiny dr
x
^

ty =+ (z -a)
"

=a
2

x= rsin φ GSθ

㫮 y = rsinφsinaφ
z = r∞Sφ

r= 2Ga5 φ



重积分应用

空间曲面面积 : θ={SpM飚l㉗dxdy
平面区域 D绕直线旋转的体积 : OSo—Ax

+By+

G网
Bdxdy

转动惯量 Sf orody
「

八

→⑲
√

A =SSfjdxdy
eg : 在 YOZ平面上扔物线E =Y^ MZ=O到 Z=2的一段绕正轴

旋转一周形成曲面的面积

八民
^

「
P 所得曲面方程 :

…
…
-… 2 (E不动 , y=±」+y=q代λ )

—

可
→
后)

,
z = x

+

yz

fx = 飛 =2xfy於列 =

zy D : fs
SS⑲+4y9

投

dxdy={SDv4lodode
所积区域 : 影的面积

=fndfo☆F4p? Pde



忙

σ

「
R↑LAx+By+ Cz417= 0

D , cosa = Pr

氵嚣
i

n= A 130 )
>

→

=( 0 ,0 .1 )

L

oostnti7:Osθ-i =yB+c 2

∴ R .=B4" P 2

ds

个,鬣麵
…
1= ddy

=Nnay
「

L
Z = f(x , y ) 在 ( x, Y 。 Z0) 外切平面 :

fx ( x - x 0 ) +f ' y ( y - y 0 ) +( -1 )
Z - Z

0 =

歹 㠯 τ
F= f (x, y ) - Z

Fx = fix

F
'

y
= f

'

y
F

'

I =
- 1



D
'⑩

1
Ax+1zy+ C = 0

求绕D 此南线旋转后的体积

V = 2nSSD_Ax+By+G43< dxdy
,

例

“⑩
啊绕着非转摘后形成的主体体

V = zn/Sp
—*-2 dxdy

= 5
nf
。"dx{ i* / 2y -x )dy

二 5165

公式 V = r元SfpAx+By
+

1第432khy推导 :

pea娜
Ax+By+C其中一块的体积 : 2玩排2 dxdy

下全部一起积 : S2元Sp——Ax+BytCB dxty



转动惯量
① U =

② 动自6=

^

,
"

,

Ov :wr = 5 x 4 - z0 mls

②Ʃmv =Ʃ2
x 20

'

= 400)

θ β=R + x ) kg /m ㎡

① W = 4 radls 具有多少动能,) ② 角速度为 W时 ,动能为 ?

利用微积分
其中一个格子

飚以面霾 :
咒

dxdy
速度 : V = wr

= 4 、y

动b : Ʃ
m㎡=
—

Ʃ

x()dxdy6刑 ) = 8 (k+y) (2+x) dxdy

∴ 全部的格子 : S0
β
dx {048 ( x*+y )(2 +x )dy

一 = 3016 J



假设 O 也未知 ,
β= (x , y ) W 也未知

面积. : dxddy
质量 : Pxin ) locty
速度 : V = wn

=WAyz

动 b: mv
'
-

—
layidxdy-w删

整体动O : {Sp—iay)dxdy㎡( x+G ' )

- ∵ ffpetxix+yxdg—
转动惯團

∴即求I =SSor > dxdy
一 ⇌

点到转轴的距离



第一类曲线积分

∵I段的l: 0dc
整段质量 : Scods ( 目标 : 用一个变量表示全部 1

不 idslly
=Scrgds 襾

:furgy

(⑭i= 冊斷dx =x< dx
y对X导数

是中 y= x2

:S∠xMxx
=9: ' xF4 dx
=
8

'
{

0' F4*d | ( 1H 4x
^ )

二元
5F - 1

S≤P餐y
排

…

例 : {( ( x+2y ) ds ,
(是连接 |2 , 0 ) (0 ,

1 )线段

换入 : 换 Y :
由题可求 y= - 式 x+ 1

1 「 Sc (x +2- x)π恨pdx
S. lz-2yt2 y)+1 dy

→ Si2Vedx
= Sc 2 r5 dy

= Sc 5 dx = So ' 25dy
= Fx 12 = 25 = 25



设 L : x = y
㎡

(-2 ≤ y ≤2 ) Scfix , y ) ds

①转化为关于 x 积分 ②转化为的积分
Λ

(换 x ∵ Y=±攻 ∴分类讨论 )
一

c
D Su , fixiy ) ds +S62 fexiy ) ds

>
= {s4 f ( ×☆)dx + {,4 f (x- ☆)Fdx

⇌ ② [ c (f ( y : , y ) ds
:{cfiy',y)pdy
=Scfiysy)H4ys dy

^
P+y

2

=R
:

R fclx>+ y
'

) ds

R
> 老做法 : ScR欢Mitj

又Mi+yp:π斷 dx

新思路 : 不用 x 或YY对替换
X马麻烦,
用其他量替换

派): 鼠 P + 雌Pdt

RR.(Raa,Rsinr ) 个得录 o

及

∴di+d"= j+ ()· dθ
二 Rdo



第二类曲线积分
在 x轴上

,
F =2X {

①质点从 X= 1 移动到 X= 4

② hx=5 乐移动 x =2

; iisj
≈
“

∞
,

∵ 力随 x不断变化
下切分为dx

② D 在一小段內 : Fdx = 2xdx

整段 : {, 4 Fdx = S,
42xdx = x^ 14 = 15

② S' Fdx = S5
'

2xdx= x ^ 14 = - 21
(注意上下限 , 是以5→ 2 )

质点从D, 0 ) → ( 1 ,)私做功
π
(

1 , 1 ) (F不断变化 )

F ↑
. g = x

= E ( y , 2x )

Λ F

> 一段蛋鬭场器
1分解下与sd

(3 ,
0 )

= ydx +2xdy

整段做功 : Scydx +2xdy
↓y= x

2

Scx' dx +2xd (x )
=Scx> dx + 4 x^ dx
= Sc 5 xzdx δ

二分 x
3 | 0 = 5



：

第一类曲线积分 : Scflx , y ) ds 第二类{Poxtady
有方向 (M_ →

_ )

PS : 第一类不关注上下限的方向
Λ
: 「 ab … dx

L

言含 )
二 : { .

…
… … x

例 :{ Lxydx , (是 x = y
^

从 ( 1
- 1) 到 ( 11 ) 的一段曲线

~

第二类 (没有 1 s )

人
.
11 .

1 )
行

{cy
3 d ( yz )

7
>

= S( 2y 4 dy
( " -1 ) == yil +

二丁
4

格林公式
正向边界 : 区域在左手边

Λ

2 D 逆向边界 : 区域在右手边
>

ScPdx + Qdy
= SSpl艰十裂 ) dxdy



NY =☆”

。
”

∵_ } =xc 求 Su + l. (2xy - x ] dx +\ x + y^ ) dy

! D强成 x

7 Su | 2 xx - xx )dx +( x +x )1x
( U 与 (比表达

式不同 ,分类
+ {cz (2xx

"

- x
=
)dx+ ( x + ×4 ) d 1 x )

讨论 ) =SP( zxx, x ^)dx+ 1(2 )dx
+S 0 ' (2x3 -x ) dx+ xtx11x

2

用格林公式 :

Su+ lz(
2xy- x ^ )dx + 1 x +y

'ydy
部 Q

=SSD (聚一別 )dxcly
= {{p ( | -2x ) dxdy
= So ' dx{

:
* ( 1 -2x )dy

二动
定理 : ScPdxt αdy如果有怒 — 登 : ) 这个曲线积分与路径无关
↓
例 : Su (x= - y )dx - ( x +dy ,

(是 y =x-^从 ( 0,
0
》到 11 . 1)的一段弧

一

,
二x 部换成 x

Y,Slx - u) dxtlxtsintmildx≈
复杂 下改成 y : x代入后叕 =十驾二十 简单好算

下艰满足一登 0 ∴与路径无关



“ B

Su ,pdx tady +ia Pdx +Qdy
7-Lz T

∆

÷ {δn 1

u+

“ 聚

_P“

刿
)

dxcdy
以器封闭图形用格林公司δ

u

L ,

若哿啊 = 0

则Su ,Pdxfady + Sor Pdxt ady =0

Supodxtady = - Scrpdxtady
= S- lr POx +ady

(- l 2 即方问改变 ,)

登一剟= O即与路径无关 ,
即证

∠

←

格林公司推导



第一类曲面积分 : 第二类曲面积分

SSe β (x , Y , Z ) ds
. SSEFxdydz + Fy dxdz + Fzdxdly

是 : 代表曲面 (无方向 )
1

1 Fx ( x , y ,
z ) Ʃ : 代表曲面 (有方向 )

Fy ( x , Y . z
)

1

Fz ( x , } , Z )
1

”

灣原來
A = 「 「 0 Hitlyidxdy

∴ m = ox, y , z ) - 「S. 1HD密度 面积

↓
现在的 ds

L

例: { {Exyzds, Σ
: xtyt =| 被 x: 0 , Y = 0

,
Z : 0 截取区域

人

只需得投影区城
分为正类 : ① 只唱 x , Y

② 含有正的
>

V 将正: 0代入得 : xty = 1

{/exyzdsz
=> rx-YS /exy( 1 -x -y ) ds

ds= H
缀)开骂dxly

= 冷 dxdy

.

∴ .SS > xy ( 1 - x- y )dxdy
: Si 'dxSox B( t -x -y) dly
二后
B



例 : {{ e (
x

' ty )ds Σ : 是由 Z二 y
, Z = 1围成的空间立本区域的整个表面

SJMkdy—→

㽾
原式 : {/E , (x ' +

y

= /d + {/⑧ ( x'+y
'

) ds

, DSSD
,
* + y M̂》 +dxdy1 此时 2 :11

万万

L
= So,

x
'tysdxdly D : l投影 )

——→
”

;①
= { ,

="

d 1σf
,
103d 0
:n

②SSDzx^+
y

—̂辍》 +dxdy(此时Z二y
=SSDzxty爾+靡pkdy
=S/D

.

x'+
y

' )V Ʃdxdy
= 江的

( B , Pz 在 XY 上的投影面积相同

∴ 共为ƩƩt 1
w

第二类曲面积分

必↓
雨 v =xn》↓

焦,意雨間流漫大小只与其投影面积向关
, 与伞面面积环

[



Je Pdy oda + adzdx tRdxdy

凹.
.

紫色为 Ʃ在三个平面上的投影

: P = Dzy Q = Dxz R :y

l x 7
n
y

例 : {SƩXdyztydxck
三个部分+

Zdxdy ) Ʃ : 柱面 x ^+
y
' = 1 被E 二

3
Z =)截耶

后在第四卦限的外侧@域

厚
—
— = x

0 .ba》

Λ
解 在 bZ面 ”

氛
;

Z
在 Xy面

繼”… - 1

、

1 以中式锃
lx

yZ面 :

在x好的” 心

3
y

X如面无面积 ∴ S{ ≤x ydz = 「/ƩuzFy
= dydz 考虑在 Z面上

投影为沿X轴

的O =S-Pdys 。「Fy' dz = 5n
X轴与↓ 同间,加

XZ面 : 员了 锐角

下 3个相加
Jexzydalz fi 'dxS

.
? dz

w 二 - 5的 ( 与XZ面投影( Y轴)成钝角》)∴∵为讯



无穷级数 正项

常数项级数 : G , +Gz + G…
… 交错

{幂级数 : a0 + d . x + azx + ax… …

傳里时级数 :Go + G ,GSXtGEBZx + …

tlysiux t 122 BX … …

1
.等比级数 ㉚

[ > 1+ 2+4 + 8 tI 比 + … … = ∞ 二窗山无限小
E ) 1H 分十片十司 + … … 二 Fqaicta

" )=⑩=③ 发散
一

无数项 怀敛

二合。
比

()
”

收敛条件 : 1911~

正 、 调和级数 :
十∞

箭的=1 +三十域十代 + … … =∞ 发散

3
. 部级数 收敛

市 强P ≤ 1 发散

(若部= 1 则为调和级数 )

证 : 之周和级数
,

y = *
P≤ 1 .
、 1 + 三十号

…
… ∵ S总和

S红 = S0
*

* dx = 1 n× 1⑱= t∞主 :新白汇………
…
…

又 S总益 7 SEI
且S红已无限

八Pa 1 y =2 ∴ S蓝无限发散即调和级数发散
同理 S 里 < S红π系之… …

之… 7

f*S红 = * dx = - 成 *= 1
目S红 nax = 1 ∴S 黑收业

。



3 "sin=3 . Sina + 9 - Sin π t … …

D 极限, 审敛 ②比值审敛A ③比较鲜
放缩

區 an = a0 + aitaz
… 极限才

limm : 0

放缩”

,an , 怒 b 加城的 )

ns∞

( O > 1 - 发散 若 buzan ,

Ʃbnl☆

BCI - R☆ ) 则 Ʃ Gn 收饭

用上述例题 : ② :

β= 1 一方法失败
同理

若 bn ≤Gn .

三 bn发散
An = 3

" sinan 则 Ʃ an 发散
ant 1 = 3

nt
1sinp , 极限 ☆

an 如果有
筛品 tsiuznusim 北哲 = C

CE (0, +∞ )

二运趨鸿价无穷利罚 an 与Obm
U: )

具有相同敛散性
= < 1

∴ .O < 1 ∴收饭

③ a 70
放缩

、
sinaca

. snn < n
的

∴ 找个大哥 , Ʃ
3
"sin (E3”比 q= 3 c 1

∴ 收敛

下则原式也收饭



③ 极限 例 : 感可

n→∞ 3usin出了 “ 解 : ②Gn=的
An+ 1 = TM1 )?

x
家sin品= 1 。帶 = 》! = 成 = 0 < 1

ICI :位饭

于是警 3” 与原式相同敛散性

例 :ms
例 : 0 ,
所1 ( 1 - as 公 )

② 比值 : 1im 莊冷舞
解 : ②用比值审敛 ↓浴心达
an :Al 1 -osi )

「

lim 菇
aun+ 1=+2 ( 1 -st )

P = 1 不能用
当X> O

筛帶: 帶器股价无穷小 击p ③ 比较一旅缩 ( 1 n (1+ x) < x)

5 -码的 =Ʃ
心

“.—
瓦穷小 :X70 InHx < x

三屯口

二π舞o
∴ 俄 >成

, 又戏发散
:北鬭》= 1 下砒为大哥也发散

β= 1 :该方法不可用 ,

③用极限法

荒參 !噩相同敛散性"

部级数
.
P≥1收敛



交错级数
1 - 五 + 分一公 t 5 - ÷+ … …

D逐项绝对值递减

② 绝对值趋于 0

条件收放 (政条件后不收版 )

汉错收敛{绝对收版改深件后也收敛 1

D 百增一代 ……

将上
“

⇒
"

+
"

后

为部跌数 , 去的 1 ∴ 发散

! 为条帅服版 ,

幂级数

露 anx
"
= G0 + G, x + azx^+… …

例 : X - 式 “ +
3
- 4
+
… …

收敛伴经
Λ

,

µ ! a
>×

阿贝尔定理 : 则 x=G时收敛 , 则找到一 - G
,(- a
,a )范围内都收敛

发散 , 则找到 - a , (- ∞

,

- a ) (a∞ )发散

山洲 =x一或十城十 ……水收版半频

” 前面的小弊~ 留.
品。帶二 0= 1

γ=☆
"
= 1 ∴

1 < x ≤1 收敛. (
≤ 1 单独拿出来讨论了

~

收串经



器
4

比篮二被: 可

……

an+ 1 = m+D !
一

β=∞@ |=| im )1 =01极限情况 )

γ=+ = t∞
↑
趋近于 0 下全范围收放

|+ x + 21
.
* + 31 .X 3 + …

Gn= n !

ant 1 = ( n + 1 ) !
「

β= ,鼠= 1 的xn +1 =+∞

r=⑤= 0 、 全范围不收敛即全发散
入“丢

䇚
PS : an为如的*数 ( 碰到缺项的吊级数

别代错为 Xint 1系数 , 用此方法 )

= x+^+ 数+ * ” +…
…洲

+斷
(只有苟数项分数 )

按令常数项比值品s
敛

验证x= 1 : 1+ 方 +博十场
*in

+ c 1 求x范围
… 发敬

2ut 1 行個和一的一半 1

= limx+3
⇒ 若要收敛 +< x </ 如-1 1 -5 -5 ' . …

发荷敬



f 1x ) = f ( x) +|x- x0)f ( x 0 ) +(*{ x) + … …
!

ex = 1 + x++
"

+… “ + .…. 一

sinx = X 一 + * 片 ! + …… 了 -∞ ( X < +∞
cosx = | 1 - ☆+

y
- 0 t…

成 = 1+ x + x + x
3
+ … … - 1 < x < /

eg : x = 1 + 2x+ (2x) + (2x). … -Y 2x < /

1* =| -x + x^ - x
3
+ .

…
-1 < X < 1

俩边鹅 (P ( 1 + x )
: X - Ʃ+ 分

”

— 区
4
+ …… - 1 Lx < /

* = 1 - x=+ X4 - x 0 … …

- 1 < x < /

arcen两边马
「

x = x - ☆ 城 “ 一式 … … - 1 < x < /

例 : 11 ) 将断数展开为幣级数

① 成 (像戌 ,
改造为成 )

式式, 臟渊座)……
二



例 : 将 sinx 展开成 ( x - )的昂级数

inx = X 一 33+较 ☆… … ,
令 t= X一在

,
x= t十瓶 (换无 )

sinx = sin( t+ )

二Ʃ sint( tost)

=Ʃ ( t - + 5 π
.

… … …
+ 1 - ☆+ 本 µ - … …1

sinx = 三 ☆ (()m 1 +
) ”噩 : ]

↓= x - 如
sinx = 巨 ☆ ( +) " x-n

9

+| -1
) 1比幽]2h+ l| ) !

例 : ( 1 ) 品 ☆= 1 + x +☆+ 场 +π “ 十 *

“

+ ……1比开原

☆ ) (n + 1)X ^=联系到+2 x +3聚展+
……

(差比数例 )心 ↑鸱后

联系到 x = 1 +x + * + *+…
1 但

-

1 <x < 1 )
u出惑恕 = x+Ʃ+ 分 tπ … …
一

↓泻后
联系到成= 1 +x + x =+ x3

+
. … …

∴原排 f成 dx = - | u 11
- x |+C



傅里叶级数

如果一个周期为 IL 的聞期逆報满足:

1 )在一个周期內连续或者只有有公
第一类间断点

R 1 在一个周期內最多有有限个稅准品

f ( x) = ot 登 lan 的xfpnsinr-鸿
an =π/{ f(x ) 的τnxdx

bn = isl , fix)sinuux oix

常考:收敛定理:傳里计水后 , 取值了特点 :

fix ) , λ为f(x )连续点} f 1x) +f1 x)
, x为fix;间断点

Ʃ

么例
y = f ( x)

河之! 注说: 星! 用三涌函数来
逼近
求在三 , 1 外展#

五一连续点 = 1

{ 一间断点 =&) + 和 1

二古



^

i
P = Ma + nb+ pc

r
.
②
,m
=2p
a

va =门
L

盏
维( fix)fixlfixs 1 fixu) … …)
(幽数 )

ICBXCSZX 33 X 54

sinx sinrx sin 3x sih 4x ( 0 …∵iv ?

上下任意造一 , 两两相剩 = ) Ssinxo的 xdx = 0
与自已免乘= 0n

人
项

f ( x ) = ao + G , 3 x + G. 2 Cs ,2;+ a3o 3 3x
+ bisinx + bcsin 2x +|3 S初》

Ai - =元 S 2 }fix) ∞3xdx





复变函数

1 . 区拉公司: eiθ= cosθ+ isinθ
r eio = roosfisinθ)

特殊形式θ=0 , eoi:cosO + sino = 1

θ=0 Ci=③ n+ isin起=i

☆θ=π eπi = osπ tisint = - 1 ( eni +1 = 0 )

θ= -20C= 的 -运 tisin㎡= -i

.

( 也需理逆推 )

2 . 复平面

3+ 4i→ (3 .
4 )

π 可 →| x , y )

共厂轭复数 Ʃ

结论 : ① Z+Z =2x实部

②正Z = Zx虚部

③ ZZ = 1EP

④ EH=EtZZZ- =E -z

⑤EIZTEi)=



辐角与主辐角
八 (4 )

1 . 主辐角θ

] θ
一主辐角

θε 1 -π ,
0) >

主:Grgz=n

2
.辐角二主辐角 + 2KTO (π 只 -个 )

eg : z =-1+Ʃi
Λ

辐角 : θ=☆+2KW * .3 )

θArgz=Ʃu+2Rw Λ ,

题型 1 :计算辐角 1先argz =辐Agz= argz + 2ku )

③ 在三象限

↑
TM 以 ) ① 向量在一四象限

八

θ=arctan等
魄 ,

同 ②

胃 , ⇌
」

、

求的 O而非所需θ

② 量在二像限
∴ θ=arc第-o

↑ 用 θ=marc的艾求出的是 θ而不是所需子

:θ :↑
.θ=arcen☆+π



求 Arg (2-2i ) 及 Ang ( -3+4i )

DAng 12 -2i ) crcen艾
八

10 .
)=arcang12.zi ) 道

:

-
w

Arg (2- 2i) =
- π+2kn

②

↑ arg 1 -3t4i ) = arcenY +Tu

Arg (
- 3+4i) = arcu艾 +2+ 1/n

复数了种表达形式

代数 : xtyi

三角 : rlcosθ fisinθ 了

指数 : reθi 了 占臟角
πi

Ʃ e
eg : Z = 1+si γ=+1 = 2 21Btisin5

)

换角

,子
→
θ=家
∴ 三角 :2ln~ fisinn )

↓换指数
=2 e^i



题型 2 : 代数换指数

方法 1 : 画图找 ↑的θ (如上 )

方法 2 : 凑三角形式
∵ n餐+ r 彈).

: 三角也可看作代数

eg : 将复数 k∞φ+sinφ (2<φ≤π) 化为指数形式

重要衣补充 1- bs φ= 23n㎡㉙

伴角会式 ) { 1 H∞s 4=22㉙
sin φ= 2的 &sint

解 : 2sin㎡℃+i (2的xsin* )

: 2sinƩ (sin②+ i的 x )
= 2sini [cos1 - ③ )+ isiu㎡ -* )
心

n

∴ Z = e
(“ -③)i

. n

= 2sinƩ e(
≡ -℃ ) i

复数乘除 (模乘除 ,
角加减 )

Z 1 =2e
^i Zz= 3e

^i
Z . Z2 = 2e☆ i

. 3
ei

= ( 2x 3 ) el& t8yi
复数乘幂
Z=2之E

Z
3
= Z .Z .Z

=Zewi



题型了 :数的 n次根
θ=bs

"

→ θ
'

: 200

p' =r V
"

:”
, 知道其已经转了 1几圈 θ= 60+36? →θ "

= 140
θ= 60 '+36

,

+360 " →θ '=26
;

情 θ况不准一 x

.

> . 18次根就有 1几种情况

iZ = re
θi
π=C [ &+ rka)x ☆) i k =0 , … … n - 1

eg = 计算 F83 -1 - 8 evi 8
看作DE

=
-8 +oi

吃esntzka( i二 tx8
二eai8

∴∵ 任 =β
.e [+2bn1

}
的35
聋

,R= O 1 2

DR=O ∴ = 2 · eai =2(±+③i )

=+ 1

② k= 1 :
. : 2 . eni
=
-2
5之丂③ R=2 : , = 2 . e

=2 |( - ☆+i 一 )

二冷一元

复变所数—单值

ω=f(z )
1 点坐标 x

,

变
, Y相威

例 : f 1z ) =< , z= xtyi 1dy轴反过来
:f ( z )= x-yi mes⇌



题型 : 图象变化
例 :没有函数ω= Z

2

试间它把Z平面上的下列曲线分別变成W平面上的回种曲线
( 1 ) 以综总为圆心 ,

2为半径 , 第一歇限里的圆弧

正倾角θ=0的直线回以看成两条射线 angz=及 angZ=π+

弗双曲线 P-y㎡= 4

①设Z = x+ yi (输入 ) ② Z 图象表达示 ③ UU花
W = u+ Vi (输出了 xy

以
fiz)=< f1z=|xtyip

√
W平面

螋 二 x忙yztzxyi
出管十

山

{
l|= x

=
-

y
:

2xy =V

又题中x
=

y==4
.

i

. U1=4
变式若图像变为↑-y^=2xy

∴
{ u =

x <
y
'=2xy ∴ U= V 个 比v= 2xy

做法2 : D设 Z = re
θi

以设 z= ne
θ
,w=Reli

面

(w =Reφ
i

Z上平面

管淡②Z图象表达本 ,

③ r月E7 R , φ W =Z资∴ {階qqqa



21 Z= reθi W = Reφ
i

W→IPF
>ezi =Reli

{ R
=㎡

由题 ≤r < t ∞(射线 )

φ= 2月 θ=和或θ=π+π

∴

.

R< t∞

φ= w
或2元十项

呼面 八
2
w兮
Λ

>

极限存在小性

fiz ) z→Z 0 fizo) = ?
实部 虚部充要 : lim U (x , y) = G lim V (x, y) =b

(k,y )→ (x) )y, )(xy)→(xa} 0)

XY1 EE雪任意社 XYIGE

证题型: 明极限不存在 ↓不同方式趋近不同的值)

证明函数 f( z)=≡ (Z≠) 当 Z→0时极限不存在

stepD设数 Z=xtyi ,
② 实 ,虚亡一极限不存在

Z→⑤a
(xy)→ ) f=*yi = xztyz

证实不存在书

“
心 "CY
.

) x :飚0x≤yfzxYi
让㉙鬓十㉙噓 =2x 飛 = 5

3

、不样不存在



解析函数的柯西黎曼方程

一

. 可微与可导

f'( z ) =1
im→

0Azflz+
1z
)-fz )

鼎型 : 判断4数不司导 (微 )

eg : 试证函数f 1z) = z在Z平面上外处不可导

fiz) =,
f1Z+址 Z) mEπ路 :房器之,㉒

m

与之前一题一样
二

、马数法则与定数一致 不存在不可微

三
. 解析性 (CR方程 )

之 ②

1 lll1
← 若可码在有面积区域可马就是解析
,

四解析的充要条件:满足CR方程

eg : fiz) =µ+ Vi 爨滠U | x , y ) Via, y )

题型 :判断断数的解析性
α fz ) =

x

>+
y

2 ∴
淑婚 y

eg : 讨论 f(z ) = 1P的解析性
设z= x+yi fiz)=M+Vi

GR个裂 =2
x1列 y 斃门 :不解析



eg : 讨论卧数 fa)= x =
-
iy的司微性与解析性
~

苛车
,
用 lim

fzj= fz災流= fz1=
x
☆训機的科沙二災,

咒二 ) ∵可微

又 fx) ÷ 的 +V

.
∴

. µ=
X

{v= y 噩然斃
I

⇒ 2 x=- 1 → x*
-号只有一条线

O = 0 解析
下不解析
的

初等解析函数
一

、 指数函数

ez = extyi = e
*

losytisiny )

性质 :D 1
tzz
= eE ,

. eEz

② c) " =
ec

③ eE≠0 L

④ E 以2元i为周期

二 . 三角4数

sinz =
e
;

e-

iz
osZ : eirze

-iz

性质 : ①Co{Z)= - sinE ⑤ sinz 1 与∞ sz 1 世界
② iinz 1

'
= CosZ 补充 : sinZ= sin (x+ yi )

③ siMZ奇 CosZ偶 Dy =Osinx

④ 以n为周期 ②本Osinyi = sinhy



初等多值新数心给1 吐多

1.辐角数 Argθ= angθ +2kW

例 : Arg ( (+i ) = anglHi)
的

+2Kπ

让
在坐标上对应 11 . 1 )

Λ

θ> i 为平

即二 + 2 KwREZ

2
. 对数卧数 LHE = BZ+ IKKiRGZ

䥾 岀
Inz = In 1z ) fiargz

Lnz = In 1a)
+ tiangz +2kn

( 1lnz 是 eZ的反函数
√

周期2khi (同 )

例 : Ln 13+4i )

Ln (3+ 4i) =|n 3+4i +2kni

其 = Iht fiarcen4 + ckhi

argz= arcton4

3
. 根式函数(开自次根1 比个值 )

瓦{1H冷之
深二 1 einangztckw



多值函数的图像

h以fia ) =法例
(模形次方 ,角度) 割破平面法

,巨口,d 鼠解”
”, ∵(座>压缩成

mor为一张纸
噩

1 楼 ,

Ps : 割线不同支线也不同 ,

n次根就有 n个支线

蕴 →藏带↑



奇点与支点☆ (不解析 )

奇点 : 分图为O的房

eg : fiz) = I E= 0

F1z ) = iz =-i

f 1z )=㉗=區1μ,溫
哥 ,变鬓质面链接兩条支线

复变数的积分

种类一 : 直接积

θG : 令 C表示连接点 G 及 b的任一曲线 ,试证 :

1 > Scdz = b - a & >{czdz =± 1bd )

Ʃ二 =
I 汉C表示G> b直线 ∴ {c = {ab )
: 证点 : }̂ a" 参数方程
= b- G

b=G
2 X= t

二

Ʃ

种类二 : 含 x , y tε( 0 , 1 )

e9 : 计算积分(G1 xy+ ix4012)之积分路径
( 星 14) 0 -1+

值线段”

幽 , +

理论 : Scfiz) dz fiz ) = l1+Vi 解 : Sclx-ytix
=

) (x + idy)

Z= X+yi ={c (xy)| x - *dy曲线和
→
两边积
dz = dxtidy fifxrokT ( x-y ) dy

Scfia )dz = Sc ( U +Vi) (dxfidy1 = -fitdt+ ifit 'lt
=Scudx-udy+ ifordx+ udy) = - 5 + 5 i



相酉积分

1 . Scfz) dz ,
C是闭环

“

÷- f1z )解析则 Scfz)dz=0
>

2 . SiΣ-adz
奇点 Z =G (不解柯 34数在奇点不解了
C闭环 奇点是一次

霹 除了π山没有Z① 八

9 G在 C外
,

1 奇点在
c 或在 C上 =0
7

② 八

c G在C内
G

= 2πi
, pit pit

ST =ST ,
+ Tz

eg : Sa 1 = 1
㉒ dz Sa= 1 Ʃ dz =Sπ,西 idZ

+f㎡式一生CZ1

”棁
二O

帅” , = 2元之

= 0 + 270i + 2n%
切
·
= 4hi

( 1在π外
σ在Fi外资 )

「

计算积分斤 ☆dZ, 「
为包含圆周 1 E|= 1在内的任何正向简单闭曲线

Λ meausZ > 1 的任何封曲

“∵
> 打數dz=」+列率结论 c3 ,

-

C

奇mZ =) , Z = 1
为^
C"⑬2

GAPOO

Sc = Sc 1 +fcrt(is



3 . Scinz {
zWi n

㎡
1 奇点为了次

(假设 a在C中 ) 0 nt 1

4 . Sczaiz) dz = 270i - fia )
1假设 G在 C中 )

eg : Sz= 1 EidZ= 2 πi。 [P+( -]
Λ

量 n
”

§
例 : 设 C为圆周 1 s 1 = 2 Sc

(9 - s↑ (s +i)
d 3 :

奇点 : {與 . { = -i

-⑲ ↑c1stid3=号涵 ds

二 2之π ip 遠

5 . Scz-(infiz )dz=πiin- y )" . f
1 m)当 | z :a

Λ

例 :δc 皆i )
sd
θfz)

Z
,
C为语诚a

c
'

"

谄
,

∵ 2)1 ·
f”

∞

sz| z = i

二 -πroszlz=i = -πiosi



定理D : 解析数无论写几次都解析

② fiz ) =ll( x, y)+ iUy ) 在D内解析的充要条件是
小 > Ux

, Uy , Vx , Vy 在 D 內连续
② ) ( U ( x , y )Vix,y )在 D 內满足 C一 R方程

③ 柯西不等本 :没近数在D内解析 , G为 7內一点以 G为

圆心作圆周 γ : 1 { -a )= R 只要 n及其内部PK 均合于 7 ,则有
n ! MIR )| fm) (a| ≤ Rn

"

R
@

>

M (R):maxfiz ) 在复平面上解析
一

⑨: 设 fGz )是整,n 为正整数, 试证: 当 xµ:0 时, f 1z)
泗值 )

至多是 nt 次多项目
⇒f"iz) =0

( fin )x) |≤ Rn
!MR)

不妨没R> 1E 1



调和函数

φ ( x , 以 ) , 裂 +φ : 0 ( φxx + 4yy = 0 )

⇒φ 1 x , y )是调和函数

fiz) = U + Vi 解析
则 U 与 V都是调和函数, 互为共轭调和呢

, n
以
↓ Vixy )函数

AW=3 IU= O

1 . 已知 1 求V

Vxy ) =S》一登比怼 dy + C
Z . P 1RV 私 H

l1 my ) =
f

》 Vydx - Vxdy + c

eg : 验证 V1 lxy ) = x
3
-3xy

^

是 Z平面上的调和9数并求以
U1x , y )为实部的解析数 f 1z ) ,使满足 f 10) =i

裂 = 3x = -3
y

”

,登 = _bxy

== 6 x 剩 = - 6 x

∵2+= ) ∴为调和数 两部分)

满足条件 D已知求 V

VNn )器,登
x+ 裂 dy +C ↑,

y
1⑩ ” …

…+
x )m)
.
…

= O+x,
”
(xydx +3xsq——

↓为常 ) :可

=SoY 1Bx
㎡
- 3y

3)dy
:S) 6xydx + 13x= 3 *y- y3 +@



fiz) = L1 +Vi 泰勒定理 :设fiz )是区域1》 內解相
= x

3
-3xy+ 13xzy -y 3 + c) i GG7 ,

只要圆 K : 1z -al及

又f0 )=i ∴ . C= 1
含于 2, 则 fz )在k都能展开

一 成幂级数
一

x=y: O 一

∴ f1z ) = x
3
- 3xy^+ 3y - y3+ 1) 之fia) =☆Cn |z-a )

n

幂级數的敛散性 Cn =动后amd 31 积分)
1

则这也收若这里k = n
"

;
a) (“微分

s

itms
,

a-n d 八

㉙ ,

求收敛半经

區 .

( Cn-a ]" =Co +[ , ( z -a)+ C 2(z -a)'+ ….

CZ =|+z+=+…
R:品活= .鼠1 二晉
eg : 点裂 區 cos( in ) (z-1 )

µ

Co5Z =| -" +☆
4
… " ,….

Cn=的 Cn = cosin = ze
"ten =☆ +mZ

2n

n= 3a ) !

R= 1加的 R : .參i洲 1 sinz = E - +
5

…2 n
+

1|)!+ 1
)

m 22n
+1

n

二篮x 司 = lim enten 1 =☆ t )" Z
2n+ 1

n>∞ eh
-1
+ ent 1

= E h=3 (2nt1) !
二 1

1
= 1 + Ztz

^
…

…

1 Z

二 ☆, E" |1< 1 )

eg : l =
| - i-z ) =|- 2 +

z
^ -
z
… …

苟点正( 门 二。卜 -yn



eg : 将瓷在Z =0展开成幂级数 (幂级数在 E<1 时收敛) 0业
,

一 皆 =E · 的二誉
。品誉。 z”

eg : 试将数fiz)= 飛2按 E-1的幣展开,并指明其收敛范围区公

fiz)=㉙),u =) = 1 - = 1 - 分# 换云 ,

奇点 1仁一系 = 1 弓。 ( - “ ) M

幂级数在巡成立 , 收敛吖 , 到 =| - 。一造]”1
Z

-1)
”

盜朗定理 : 在圆环H : γ< Z-a |<R ( nz0 ,
R≤+∞ ] 內解析的函数 fZ) 必回展成双边

幂级数 八

fiz) =πCulz-ajn 上 1
二 ,

其中 (u =[)d} (n=0,±1 , ± 2…… ) 一个

ln可以为员 , 允许有至 , 解析域为环 )
⇌ 1

汞I允许有至

eg : ez + ei 在下平面上只有奇点 Z =0 ,在其去心邻域 ∂< 1Z |<+∞内有洛

朗展式 \

ez +臣 :熙晉墙臨 →五十五+ …. …

清
泰勒在这块
成立

o →⑤用滕勒方法展出浴朗

DRk 1 事分 提起 ③→为是同 ②卡by
fiz ) = FZ - Ʃ FZ fiz)=㉒ -到

不商展∴ 环>01 二合
( FE 1 -生為)前 二。2”一当☆。{ ym

fiz )=豔亞 「

兰舂经)
M

一巨一五路1M-三品F座室 10O

1∴龟转变工范围)专街
”

—专熙
(比他都能, 小不能1 由K 1



孤出奇点的分类

1 .可去苟点 1分可约掉 )

eg : 说明 Z=O 为ZCZ
-
1

的可去奇点

e≡☆ 飛) = 1 + z + “+….
代入 “ ……: 1 H起 + … …

2 、
极点 : 分母约不掉

eg : 函数 fz)= 5 ()1Rz# 以 E= 1 为一阶极点 ,
Z 二式为二阶极点

了 .

本质奇点

egisin臟个M
eg : e②周期个 ,







7.2   偏导数与全微分

7.2.1  偏导数的概念

定义 7.2.1 设函数 ),( yxfz = 在点 ),( 00 yx 的

某一邻域内有定义，当 y固定在 0y 而 x在 0x 处有增

量 x 时，相应地函数有增量    

          ),(),( 0000 yxfyxxf −+ ， 

如果
x

yxfyxxf
x 

−+
→

),(),(lim 0000
0

 (1)存在， 

1  偏导数的定义

(1)  f (x,y)在点P0(x0,y0)处的偏导数





),( yxfz = ),( 00 yx
x

则称此极限为函数 在点

处对 的偏导数，记为

0
0

yy
xxx

z

=
=


，

0
0

yy
xxx

f

=
=


，

0
0

yy
xxxz

=
=


或 ),( 00 yxfx


. 

例如，极限(1)可以表示为

x
,yxfyxxfyxf

xx 




)(),(lim),( 0000

000
−+

=
→

,



同理可定义函数 ),( yxfz = 在点 ),( 00 yx 处对 y的
偏导数， 为     

y
yxfyyxf

y 
−+

→

),(),(lim 0000
0

 

     记为

0
0

yy
xxy

z

=
=


，

0
0

yy
xxy

f

=
=


，

0
0

yy
xxyz

=
=


或 ),( 00 yxfy


. 

y
,yxfyyxfyxf

yy 




)(),(lim),( 0000

000
−+

=
→

即



如果函数 ),( yxfz = 在区域 D内任一点

),( yx 处对x的偏导数都存在，那么这个偏导数

就是x、 y的函数，它就称为函数 ),( yxfz = 对

自变量x的偏导数， 

   记作
x
z




，
x
f



，


xz 或 ),( yxfx


. 

同理可以定义函数 ),( yxfz = 对自变量 y

的偏导数，记作
y
z



，
y
f



，


yz 或 ),( yxfy


. 

（2）偏导函数



(3) 偏导数概念可推广到二元以上的函数

处在如 ),,(),,( zyxzyxfu =

,),,(),,(lim),,(
0 x

zyxfzyxxfzyxf
xx 




−+
=

→

,),,(),,(lim),,(
0 y

zyxfzyyxfzyxf
yy 




−+
=

→

.),,(),,(lim),,(
0 z

zyxfzzyxfzyxf
zz 




−+
=

→

注：

0
0

),(),( 00
yy
xxxx yxfyxf

=
=

=

0
0

),(),( 00
yy
xxyy yxfyxf

=
=

=



例 1    求 22 3 yxyxz ++= 在点 )2,1( 处的偏导数． 

解

2．偏导数的计算

仍然是一元函数的求导公式和求导法则，对某

一个自变量求偏导时，其余的自变量看作常量。

yx
x
z 32 +=


 yx

y
z 23 +=



82312
2
1 =+=




=
=

y
xx

z

72213
2
1 =+=




=
=

y
xy

z

←

∂= 2x + 3y 荊 : 3 x + zy

x11 . z 1
= 8 = 7



例2. = zyx
y uuuxu

z

,,,求

解： 1−=
zyz

x xyu

)( ln xy
z

z

e
z

u



=或： xyyx zy z

lnln=

：对幂指函数两边取对数

xyu z lnln = xzy
u

u zy ln1−=


zyz
y xyx

y
zu = ln



,arcsin)1(),( 2

y
xyxyxf −+=

,)1,( 2xxf = ;2)1,()1,( x
dx
xdfxfx ==

4)1,2( =
xf

例4

解

).1,2(),1,( 
xx fxf求

注: (2)求fx′ (x0，y0)时，可先将y0代入得

),(),( 0 xyxf = ，再求
dx
d

，即
dx

yxdf
dx
d ),( 0=


最后再将x0代入.



.),(
)0,0(),(0

)0,0(),(
),( 22

的偏导数求

设

yxf
yx

yx
yx

xy
yxf








=


+=例 5

解 ,)0,0(),( 时当 yx

222

22

)(
2)(),(

yx
xyxyxyyxf x +
−+

= ,
)(

)(
222

22

yx
xyy

+
−

=

222

22

)(
2)(),(

yx
xyyyxxyxf y +
−+

= ,
)(

)(
222

22

yx
yxx

+
−

=

注:(3)求分界点、不连续点处的偏导数要用定义求

分别求 fi 与 fj



,)0,0(),( 时当 =yx 按定义可知：

x
fxff

xx 




)0,0()0,(lim)0,0(
0

−
=

→
,00lim

0
==

→ xx 

y
fyff

yy 




)0,0(),0(lim)0,0(
0

−
=

→
,00lim

0
==

→ yy 

,
)0,0(),(0

)0,0(),(
)(

)(
),( 222

22









=


+
−

=

yx

yx
yx
xyy

yxf x

.
)0,0(),(0

)0,0(),(
)(

)(
),( 222

22









=


+
−

=

yx

yx
yx

yxx
yxf y



3   偏导数存在与连续的关系

例如,函数







=+

+
+=

0,0

0,
),(

22

22
22

yx

yx
yx

xy
yxf , 

依定义知在 )0,0( 处， 0)0,0()0,0( ==
yx ff . 

但函数在该点处并不连续. 偏导数存在 连续.

一元函数中在某点可导 连续，

多元函数中在某点偏导数存在 连续，



7.2.2  偏导数的几何意义

0
0 ),(

0

0
xx

yxf
xd

d
x
f

xx
yy =
=




=
=





=
=

0

),(
yy

yxfz

xTM 0

0
0 ),(

0

0
yy

yxf
yd

d
y
f

xx
yy =
=




=
=

是曲线 yTM0

在点 M0 处的切线

对 x 轴的斜率.

在点M0 处的切线

斜率.

是曲线

0x

yT

y

x

z

O

xT

0y

对 y 轴的

0M

),( 00 yx



),,(2

2

yxf
x

z
x
z

x xx
=




=












),(2

2

yxf
y
z

y
z

y yy
=




=













),,(
2

yxf
yx
z

x
z

y xy
=




=












),(
2

yxf
xy
z

y
z

x yx
=




=













函数 ),( yxfz = 的二阶偏导数为

纯偏导

混合偏导

7.2.3  高阶偏导数



类似可以定义更高阶的偏导数.
例如，z = f (x , y) 的三阶偏导数为

)           (
y


yx
z



= 2

3

二阶及二阶以上的偏导数统称为高阶偏导数.



定理 7.2.1  如果函数 ),( yxfz = 的两个二阶混合

偏导数
xy
z


 2

及
yx
z


 2

在区域 D内连续，那么在该区

域内这两个二阶混合偏导数必相等． 

例 7  验证函数 22ln),( yxyxu += 满足拉普拉

斯方程 .02

2

2

2

=



+



y
u

x
u

具备怎样的条件才能使混合偏导数相等？

解 ),ln(
2
1ln 2222 yxyx +=+

问题：混合偏导数都相等吗？



,22 yx
x

x
u

+
=




 ,22 yx
y

y
u

+
=




,
)()(

2)(
222

22

222

22

2

2

yx
xy

yx
xxyx

x
u

+
−

=
+

−+
=






.
)()(

2)(
222

22

222

22

2

2

yx
yx

yx
yyyx

y
u

+
−

=
+

−+
=




=



+



 2

2

2

2

y
u

x
u

.0=222

22

222

22

)()( yx
yx

yx
xy

+
−

+
+
−

证毕．



7.2.4 全微分

1．增量、全增量

),(),( yxfyxxf −+  xyxfx ),(

),(),( yxfyyxf −+  yyxf y ),(

        二元函数 
对x和对y 的偏微分 

        二元函数

对x和对y的偏增量

由一元函数微分学中增量与微分的关系得

叫做函数在点(x，y)对应于自变量增量⊿x、⊿y
的全增量。

⊿z=f (x+⊿x，y+⊿y)－f (x，y)                (1)

一



2．全微分的定义

   定义 7.2.2  如果函数 ),( yxfz = 在点 ),( yx
的全增量 ),(),( yxfyyxxfz −++= 可以

表示为 )(oyBxAz ++= ，其中 BA, 不依

赖于 yx  , 而仅与 yx, 有关，
22 )()( yx += ，则称函数 ),( yxfz = 在点

),( yx 可微分， yBxA + 称为函数 ),( yxfz =
在点 ),( yx 的全微分，记为dz，即  

dz= yBxA + . 

   函数若在某区域 D 内各点处处可微分，则

称这函数在 D 内可微分. 



        如果函数 ),( yxfz = 在点 ),( yx 可微分, 则
函数在该点连续.

事实上 ),(oyBxAz ++= 0lim
0

=
→

z


3 可微的必要条件
     

定理 6.2.2（必要条件） 如果函数

),( yxfz = 在点 ),( yx 可微分，则该函数在点

),( yx 的偏导数
x
z




、
y
z



必存在，且函数

),( yxfz = 在点 ),( yx 的全微分

y
y
zx

x
zdz 




+



= ． 

 
 

可微不一定连续

」

: 可微偏局数一定存在



4．偏导存在不是函数可微的充分条件

一元函数可微等价于可导。

f (x，y)在点P0 (0,0)处偏导存在，但 f(x，y)在

点P0处不连续。所以f (x，y)在点P0处一定不可微。

而多元函数偏导存在不能推出可微。









=+

+
+=

0          ,0     

,0    ,
),(

22

22
22

yx

yx
yx

xy
yxf如例

m



5.   函数可微的充分条件

定理 7.2.3（充分条件） 如果函数

),( yxfz = 的偏导数
x
z




、
y
z



在点 ),( yx 连续，则

该函数在点 ),( yx 可微分． 

③

① 可微→ 偏写数存在

② 偏导数存在→不定可微 (不连续 )



习惯上，记全微分为 .dy
y
zdx

x
zdz




+



=

全微分的定义可推广到三元及三元以上函数

.dz
z
udy

y
udx

x
udu




+



+



=



方法：

6.  全微分的计算

（2）dz= fx ′(x，y)dx+fy ′(x，y)dy

（iii）P0(x0,y0)处且dx，dy给定时的微分

（1）先求fx ′(x,y)、fy ′(x,y),判断f (x,y)的可微性
(利用充分条件）

几类微分：(i)   P(x,y)处的微分；
（ii）P0(x0,y0)处的微分；



例1.（1）计算z = x2y+y3的全微分；

（2）计算z = x2y+y3在点(2，1)处的全微分；

（3）计算z = x2y+y3在点(2，1)处相应于

⊿x=0.1，⊿y=－0.1 时的全微分。

解 (1) 22 3,2 yx
y
zxy

x
z

+=



=



dyyxxydxdz )3(2 22 ++=

(2) 7   ,4
)1,2()1,2(

=



=



y
z

x
z

dydxdz 74 +=
(3) 当⊿x=0.1，⊿y=－0.1时，

3.07.04.0 −=−=dz有

．．
「

瑟 = ZXY
登= x + 3 yz

dz = 2 xy dx + x
2

+ 3yrdy
☆ : 2xy 列 = x=+ 3yz

代 λ 12 ,
1 ) = 4

7

dz = 4 dx +7 dy

飛 = 2xy 一飛 = x
2
+ 3yz

代λ (2 ,
1 ) = 4

二 7

dz= 4 ×0 .1 + 7 x
-

0 . 1 = -

0 . 3



例 2  计算函数 yzeyxu ++=
2

sin 的全微分. 

解 ,1=



x
u ,

2
cos

2
1 yzzey

y
u

+=



,yzye
z
u
=




所求全微分

.)
2

cos
2
1( dzyedyzeydxdu yzyz +++=

解 :

裂 = 1 為 =☆一笔teYZz .

裂 = eYZ . y

du = dx + ( - cos)+ zeYz
)

dyf eYz .ydz



7    多元函数连续、可导、可微的关系

函数可微

函数连续

偏导数连续

偏导存在



7.3.1   多元与一元的复合

证明

),()( tttu  −+=则 );()( tttv  −+=

定理 7.3.1 如果函数 )(tu = 及 )(tv =
都在点t可导，函数 ),( vufz = 在对应点 ),( vu
具有连续偏导数，则复合函数 )](),([ ttfz =

在对应点t可导，且其导数可用下列公式计算： 

    
dt
dv

v
z

dt
du

u
z

dt
dz




+



= ． 

，获得增量设 tt 

1  自变量只有一个的情况

7.3     多元复合函数求导法



由于函数 ),( vufz = 在点 ),( vu 有连续偏导数 

,21 vuv
v
zu

u
zz  ++




+



=

当 0→u ， 0→v 时， 01 → ， 02 →  

t
v

t
u

t
v

v
z

t
u

u
z

t
z


















21 ++



+



=

当 0→t 时， 0→u ， 0→v  

,
dt
du

t
u
→


 ,

dt
dv

t
v
→






.lim
0 dt

dv
v
z

dt
du

u
z

t
z

dt
dz

t





+



==
→ 




注1 上定理的结论可推广到中间变量多于两个
的情况.

例如 ),,,( wvufz =

u
v
w

tz

2：以上公式中的导数 称为全导数.
dt
dz

dt
dw

w
z

dt
dv

v
z

dt
du

u
z

dt
dz




+



+



=

)()( tftf vu  +=
u

v
tz



2 当仅有一个中间变量时

),(),( yxuufz == )],([ yxfz =则复合函数

,)(' xuf
xdu

df
x
u

du
dz

x
z  =



=



=




yuf
ydu

df
x
u

du
dz

y
z  =



=



=


 )('

uz
x
y



例 1 设 tuvz sin+= ，而 teu = ， tv cos= ， 

    求全导数
dt
dz

. 

解
t
z

dt
dv

v
z

dt
du

u
z

dt
dz




+



+



=

ttuve t cossin +−=

ttete tt cossincos +−=

.cos)sin(cos ttte t +−=

这种多元初等函数的偏导计算可不必用以上方
法，而直接利用一元函数的求导法则计算。



可导，验证其中设 )(,
)( 22 uf

yxf
yz
−

=

2

11
y
z

y
z

yx
z

x
=




+



2

2
f

xfy
x
z 

−=



2

)2(
f

yfyf
y
z −−
=




)( 2

21
f

xfy
x


−= ))(( 2

21
f

yfyf
y

−−
+

y
z

yx
z

x 


+

 11

2y
z

=

例2

证明



定理6.3.1可推广到中间变量不是一元函数而是
多元函数的情况： )].,(),,([ yxyxfz =

  定理 7.3.2 如果 ),( yxu = 及 ),( yxv = 都在

点 ),( yx 具有对x和 y的偏导数，且函数 ),( vufz = 在对

应点 ),( vu 具有连续偏导数，则复合函数

)],(),,([ yxyxfz = 在对应点 ),( yx 的两个偏导数

存在，且可用下列公式计算  

   
x
v

v
z

x
u

u
z

x
z







+






=



，  
y
v

v
z

y
u

u
z

y
z







+






=



. 
 

7.3.2  多元与多元的复合



u

v

x
z

y

链式法则如图示

=


x
z




u
z

x
u







+
v
z

x
v



=


y
z 



u
z

y
u







+
v
z

y
v



+= xvxu ff 

+= yvyu ff 

链式法则：“连线相乘，分线相加”



注 1 上述公式可推广：中间变量及自变量的个数

可增加或减少。例如

z
w
v
u

y
x x

y
t

z
u
v

2  当复合函数中自变量与中间变量共存时

具有导数，),( yxu =

],),,([ yxyxfz =则复合函数

设z=f (u，x，y)具有连续偏导数，

的偏导数为：对 yx,



+=



+







=



xxu fuf
x
f

x
u

u
f

x
z

yyu fuf
y
f

y
u

u
f

y
z +=




+







=



变量关系图：
u

z x
y

或 z
u
v
w

x
y

(v≡ x)
(w≡ y)

,
x
f

x
u

u
f

x
z




+







=

 .

y
f

y
u

u
f

y
z




+







=



把复合函数 ],),,([ yxyxfz =

中的 y看作不变而对x的偏导数

把 ),,( yxufz =
中的u及 y 看作不

变而对x的偏导数 

两者的区别

区
别
类
似



例 3 设 vez u sin= ，而 xyu = ， yxv += ，  

    求 
x
z




和
y
z



. 

解 =


x
z




u
z

x
u







+
v
z

x
v



1cossin += veyve uu )cossin( vvye u +=

=


y
z




u
z

y
u







+
v
z

y
v



1cossin += vexve uu ).cossin( vvxe u +=

注 也可由z=exysin(x+y)  而直接对x、y求偏导。
注意两种方法的区别。



而z=x2siny。求

222

),,( zyxezyxfu ++==

x
u



y
u



解：
x
z

z
f

x
f

x
u








+



=



yxyxeyxx
2422 sin22 )sin21(2 +++=

y
z

z
f

y
f

y
u








+



=



yxyxeyyxy
2422 sin4 )cossin(2 +++=

yxzexe zyxzyx sin222
222222

+= ++++

yxzeye zyxzyx cos22 2222222

+= ++++

例4



7.3.3  多元复合函数的高阶偏导数

通过例题介绍多元复合函数的高阶偏导数

 例 5  设 ),( xyzzyxfw ++= ， f 具有二阶 

     连续偏导数，求
x
w



和
zx

w


 2

. 

解 令 ,zyxu ++= ;xyzv =

记 ,),(
11 u

vufff



== ,),(2

1212 vu
vufff




==

同理有 ,2f  ,11f  .22f 

=



x
w

x
v

v
f

x
u

u
f








+





 ;21 fyzf +=

.,,, 2221112 ffff

);( 21 yzff +=



=



zx

w2

)( 21 fyzf
z

+

 ;2

2
1

z
f

yzfy
z
f




++



=

=



z
f1

z
v

v
f

z
u

u
f








+
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
 22 ;2221 fxyf +=

于是 =



zx

w2

1211 fxyf + 2fy + )( 2221 fxyfyz ++

.)( 222
2

1211 fyfzxyfzxyf ++++=



例6 设z=g(2x+y)+f (2x – y，ysinx)，求zxy。

解 zx =2g′(2x+y) + f1· 2 + f2· ycosx

zxy = 2g″ (2x+y) +2(f11· (－1) + f12· sinx)+ 
f2· cosx+ ycosx(f21· (－1) + f22· sinx)

= 2g″ (2x+y) － f11+2 f12 sinx+ f2cosx － y f21 cosx

+ y f22 sinxcosx

解 : Zx=品袋+盥恐學怒
= 2 g '+2 f

, t yoosxf

Exy = 2g
"

+ 2 ( f , ( - 1 ) + fismx ) + fzc3x+ y ∞sx (fzi |- 1 )+f2 siux )
=

29 " (2xty) - fo ,+2f.2sinx +frosx-yf 21osx + yfrsinxosx



设z=f (u,v)具有连续的偏导数，则有
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v
zdu

u
zdz




+



=

也具有连续偏导时，又设 ),(),,( yxvyxu  ==

的全微分为：则复合函数 )],(),,([ yxyxfz =
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7.3.4  微分求导法 ——一阶微分形式不变性



由此可见，不论z是自变量u、v函数，或是中
间变量u、v的函数，它的全微分形式是一样的，
都是

dv
v
zdu

u
zdz




+



=

这个性质叫全微分形式的不变性。

利用这一性质，可求复合函数、隐函数的偏导数。
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u
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
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定理1. 设函数

;0=),( 00 yxF

则方程

连续函数 y = f (x) , 并有连续

y

x

F
F

xd
yd

-= (隐函数求导公式)

定理证明从略，仅就求导公式推导如下：

① 具有连续的偏导数;

的某邻域内可唯一确定一个

在点 的某一邻域内满足

0),( 00 ≠yxFy

②

③

满足条件

导数

0),(.1 =yxF
7.4.1、 一个方程的情形



设y=y(x) 为方程F(x,y)=0所确定的隐函数，则

,0=



+



dx
dy

y
F

x
F

由于Fy 连续,且Fy(x0,y0) ≠ 0,所以存在(x0,y0)

的一个邻域,在这邻域内Fy≠0 ,于是得

y

x

F
F

dx
dy




−=

两边对x求导：

F(x，y(x))≡0

)0( =+
dx
dyFF yx



在 0J 的条件下，

xy
yx
xv
yu

x
u

−
−

−−

=

 ,22 yx

yvxu
+
+

−=

xy
yx
vy
ux

x
v

−
−
−

=

 ,22 yx

xvyu
+
−

=

将所给方程的两边对 求导，用同样方法得y

,
+

= 22 yx
yuxv

x
u -

∂
∂ .22 yx

yvxu
y
v

+
+

−=

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定理3.

,0=),,,( 0000 vuyxF

的某一邻域内具有连续偏

设函数

则方程组 0=),,,(,0=),,,( vuyxGvuyxF

③

),( 00 yx在点

的连续函数 ),,(=,),(= yxvvyxuu
且有偏导数公式 :

① 在点

②

的某一邻域内可唯一确定一组满足条件

满足:

( , ) 0 ,
( , )P

P

F GJ
u v


= 


;0=),,,( 0000 vuyxG

导数；

,),(= 000 yxuu
),(= 000 yxvv



若F( x , y ) 的二阶偏导数也都连续,

则还可求隐函数的二阶导数

22

2 )()(

y

yyyxxxyxxy

F
dx
dyFFF

dx
dyFFF

dx
yd



+−+
−=

3

22 2

y

yyxyxxyyxx

F
FFFFFFF



+−
−=



例1. 验证方程 在点(0,0)某邻域

可确定可导隐函数

0=
,

0= 2

2

xxd
yd

xxd
yd

解: 令 ,1e+sin=),( -- yxyyxF x

;0=)0,0(F
,e= yF x

x - 连续 ;

由 定理1 可知,

1=)0,0(yF ,0≠

①

导的隐函数

则

xyFy -cos=
②

③

在 x = 0 的某邻域内方程存在可

且

并求



0=xdx
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=
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x-                  
= - xy -cos

yx -e
0=,0= yx
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)
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d x

-
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-
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1=′

0=
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y
x)′e( yx - )(cos xy - )(e yx -- )1′•sin( -- yy

2)cos(
                                                                        

=
xy -

-

01sin),( =−−+= yxeyyxF x

,e yF x
x −= xyFy −= cos



0=
′

x
y

3=
0=2

2

-
xdx

yd

)(=,0=1e+sin xyyyxy x --

两边对 x 求导

两边再对 x 求导

yyyy ′′•cos+)′(•sin 2

令 x = 0 , 注意此时 1=′,0= -yy

)0,0(cos
e

=
xy

yx

-
-

-

导数的另一种求法—利用隐函数求导



定理2 . 若函数 ),,( zyxF

z

y

z

x

F
F

y
z

F
F

x
z

-
∂
∂

-
∂
∂

=,=

的某邻域内具有连续偏导数 ;

则方程 在点

并有连续偏导数

定一个连续函数 z = f (x , y) , 

定理证明从略, 仅就求导公式推导如下:

满足

;0=),,( 000 zyxF
,0),,( 000 ≠zyxFz

① 在点

满足:

②

③

某一邻域内可唯一确



0)),(,,( ≡yxfyxF
将上式两端分别对x和y求导，
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注



例 2  设 04222 =−++ zzyx ，求 2

2

x
z




. 
解 令

则

,4),,( 222 zzyxzyxF −++=

,2xFx = ,42 −= zFz ,
2 z

x
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例3 设φ(u，v) 具有连续的偏导数，证明由方程
φ(cx－az，cy－bz)=0确定的函数z=z (x,y) ，
满足 .c

y
zb

x
za =




+



方程的两端对x 求导有

0)()( =


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
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x
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x
zac vu φφ

证明 方法一 利用复合函数求导法则

可得 .
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x
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φφ

φ

+
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
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方程两端对y 求偏导有

0)()( =

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
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−
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可得 .
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于是有
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+
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=
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+



φφ

φφ

φ(cx－az，cy－bz)=0



方法二 公式法

记φ(cx－az，cy－bz)=F (x，y，z)，则
Fx=cφu，Fy=cφv，Fz=－aφu－bφv
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方法三 利用全微分形式的不变性

移项 cφudx+cφvdy=(aφu+bφv)dz

.dy
ba

c
dx

ba
c

dz
vu

v

vu

u

φφ

φ
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+
+

+
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u v
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x a b
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所以

于是 .c
y
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x
za ==




+



dφ(cx－az，cy－bz)=φud（cx－az）+φvd(cy－bz)

=φu(cdx-adz)+φv(cdy-bdz)=0 



7.4.2、 方程组的情形

隐函数存在定理还可以推广到方程组的情形.
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由 F、G 的偏导数组成的行列式
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称为F、G 的雅可比 行列式.

以两个方程确定两个隐函数的情况为例 , 即
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仅就公式作如下推导:

,, 的线性方程组这是关于
x
v

x
u











=
=

0),,,(
0),,,(

vuyxG
vuyxF

有隐函数组

两边对 x 求导得

设方程组

在点P 的某邻域内
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则
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系数行列式
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例 4 设 0=− yvxu ， 1=+ xvyu ，  

      求 
x
u



，
y
u



，
x
v



和
y
v



. 

解1 直接代入公式；

解2 运用公式推导的方法，

将所给方程的两边对 求导并移项x

,










−=



+



−=



−



v
x
vx

x
uy

u
x
vy

x
ux

xy
yx

J
−

= ,22 yx +=



dx
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dyxzzxyy
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要求

在一定条件下，确定了特别

==





=
=

条件: (1)  F,G连同它们的一切偏导在(x0,y0,,,z0)

的领域内连续。

(2)  F (x0,y0,,,z0)=0,G (x0,y0,,,z0)=0

( , ) ( , )0 0 0 0

( , )(3) 0
( , )x y x y

F GJ
y z


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

证略。求法

注












=++

=++

0

0

dx
dzG

dx
dyGG

dx
dzF

dx
dyFF

zyx

zyx

从中解出
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解 运用公式推导的方法，

将所给方程的两边对 x 求导
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解 方程组确定三个二元函数
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在三个方程两边分别对y求偏导
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