


1 . 1湖机事件

① 可重复性 : 可以在相同条件下重复进行

② 可预箱性 : 每次试验结课不止一个目將先知道所有结果

③ 不确定性 : 每次试验不确定结果

样本空间

随机试验的所有可b结果构成的集合记为N = { 了

样本点

几件海一个元

随机件

√ 的子集称为随机事件记为 A ,
B
.
C

HH ,
-HT , TT ,

TH }

n= { 0 , 1
.
2 ]

r= { 0 - }



2

事件的包念 :

AEB ②若事件A发生则必马致 B 发生

⑩ 1B

事件的和

AVB 或A +B 个徵指发生慧到□一个

⑨
IS : AUBVC ,事件中至少发「

事件的积
AB或ONB

钟事件A发生而目事件 B发生

←7钟事件 A , B同时都发生
A ≤ B

PS : AABNC=ABCE> ABC 均发生

事件的差

A -B ←7 A发生但 B不发生

欢 B IS : A - B-C←) A发生 , B ,
C都不发生

A - 13 = A - A3mmp



互机相容本件 (瓦事件 )

A 与 B互瓦E> A . B = ) ⑧ 1

对立事件 !对事件DABAvB

=n |B记为为 :
1 B

A与 B2 对立 Ʃ> { 5 : 0
一

Ps: A - B= θ-AB= A.B ( A发生13不发生 )

A 与 B对立
c 、
PA 与 B互瓦

事件运算满足的定律
① 交换律 : AUB = BUA

ANB = BnA

② 结合牌 : AUB )VC= AUBVC)
(AMB)70 :AnBno )

③分配$AUB) MC=AAOC)V (BnC )
ANB ) VC= VC) O ( BUC)

④德摩根律 (对偶律) (张相变短机 ,开口变方向 )

AVB :AnB
AMB =θVB



小 ABC 或 AB- C

( 2 ) ABEVABO
VABC

BBAUBOC

JABVACUBC



小 .3概率

①非资性 : O≤PA) ≤ 1

② 规范性
: Plus=i , P ( P) =0

③ 有限可加性:若你, 总斥则 P (AUB) =P(A 1+部份)

④互补性 : P ( 1A)=|-P1A)

重要公式 :
① 减法公司
P(A-B) =PA -PAB |PIA-13)= 及 -PAB

一

:A - 1份

② 加法公司

PAVB)= PA +PB -PAB押
P5: PIAUBUC) =PA+PBtPc

- PAB-PACIBC TPA 13C 1P
PS :看见把和乘积 ,

就用减法
PBA) : PB)= B -PAB

"> P(BA ) = P ( 1B-A ) = PB- PA63
二话 清

PB-百
1 )P(Bθ)=119}-β) =PB- PAB ( A<B]

PBPA=
AVBVC
一

AVBVC

PAV1 BVC) = P☆tP1B+Pc-PaB- Pac-PBC+PABC
(工法公式 5
加绮减偶

= 会一台 - 0 -0 = 8



1. 4古典概型

①有限性 :试验E的样本空间 n是有限集合 W= {l, er … …Cn}

② 等可能性 : Ple . ) = Ple2) … P(en) = 出

计算公司设ACN , A发生概年

PIAFA含样本点数的合样本点个数
eg .掷骰子 θ= { 1 ,

3 , 5 ] ⇒ :聯 : 培

\如果用过排列
一则份母上下都
用排列

如果用组合则
1 分母上下都用组

设A=3人中大号码为5 和

PA =
c" :☆



设A= 3个号码维成为奇数

只尔只 PA : 53
GG5 C5

: 53
C5C 5C

:
1 . 51几何概型

① 样本空间 N与几司区域有关 ( 线段 , 平面 , 记体)

② 等年能性: 向儿的区域內任意投一点落在区域内任何一点可能
性相等

eg : :
"

n

计算公司 : 没任意事件 AcN

θ的长度 ,面积 ,体犁
附 : √的长度 ,面积体积 1度, 小面面积了

N-Y|< 王

⑱
A ={ x - 1y <达 } ∴求阳 =S□ -2SA

步= x±去 二 6 - 2xIx ☆x&
3

下谄彈 = 场



三角坛圆
辽

1 . 6 条件概导与乘法公司
设A ,

B为两个事件目部 (A ) 70 称陆A ) =
P
為为 B在 A下条概

Ps :☆ ( W ( A) =1 ② P (P | A )= 0 B
③P ( B (A ) =| -P(BA )

( P1 BA): P習PA-BE
孕AB鼐 :

— 階”:
八展鼎北局

Pa A
④ P ( BUC 1 A) = P ( 31A ) + P① ( θ) -P(3C/ A)=

{ - P ( B1 A )

1⑤ P 13-CIA) = PBIA) - P (BC | A )
PBVCθ= PBIA+POA

(
先不看↓ A , 写出前面的加加 1 A

- PBClA .



乘法公式: 部 (的B) =PA)P (BA) (.P (BIA )
=臀 )

Ps : DPABC) = PAB )P( C 1 AB )
: PP(31APlO 1 A 13)

DA发生②奶发生
③

C发生

(此时A已发生 (此时A份已发生)
∴(A )

切看到一和乘积用减法
P(A1s-ε 3 = P(A3) -pAsse

Pe

又 A 与C不相店
∴ PASC= 0 : 号二可

1 . 7 全概率公司与贝财斯公司

1 .完备事件组:級 A ,Az…An 为n的一个事件组 ,目满足
DA . A 2 …An 两两瓦瓦

②AIVA = … UAn = n 测称A…An为W的一个完备标件组
减称为W的一个划分 )

eg :A, A3 A . A 2 A3为 W 的一个划分

2 . 全概率公司 ( PA,B+PAB +… -PAnBJ)
转换为乘法公司

B为任一事件 , θ 1 θ2 …θ n 为W的一个完备事件组
PA 1B

PB=PA ,P131A )+ PA2+P1631A21 ) … PANPIB6An )
∵ (解释 PB =P(B.n )= PBIANA..… UHAn) )

,

PBANPBA ……UPBAn (两两区 , PBA , UPBA2
了 . 贝叶斯公司 才 =PBA , +PBAr

P1Aj (13
)=PA; 3 )= PP(B(Ai )PAilB=

刍
n

PB→☆ 部(θ :)P(b]An )众



注 : 利用全概率公式 , 贝计斯公司的 , 如何找 W的划分呢?

法 1 : 把试验分为两个阶段 ,并把第一个阶段的所有可能结果
AAz…… An 看或~的划分

法上 : 把 B看成结果
” “

事件 ,再把马致B发生的若干
“

原因 ” 看成口划分

复杂特件
从用中取日以放λ工件 第 2阶段 : 从解取球用將概率

A 1 = M甲中取的球为脉 FBMI中取百球分2个阶段
A2 = M用中取的球为购

∴
. A 1 A2构成划分。

P3)= a , P 131A ,)+PAzP(B1A
) 比利用全概平 ,

二 ntmnNtmt 1
N+
1 tmM-

N+M41
N

θ
条件

加条件∴知啦
设 : 第一阶段 : 发信号 第二阶段 : |R记号

C1 二岁信号A P= 111]到停总A

Cr二发社号 B

Pc , P 11> 101 ) =
0. 6 .8:你 cD= 臟“限

PD1G、)+PC、D 1 G
13128+场可

5. 6 - 0
. 8 f0,4 x0,

y=
0.923

有条师—次斯
PS :先设两个阶段 ,写出结果再看 {黎件一全概 ⇒ 编



1 . 8 事师独江性
加环工都得B ::沒影响

階 B
若事件 A , B满足 P ( 3 | A ) = PB 则称 A与 B相互独立

PS : 办之的D 本质 :A与 B互不影酒

←>② A与 B西)P(AB )= PAPB≤> P(B | A)=P(BIA) 一相冰法公司
薄∞

E) P( BA)=P1B 阴嵛瀑 : β簿
#⇒ P 1B |A)+ P1B 1θ)= 1

③ 特别地 , 儿与任意 、事件 B独立 , 中与任觉,标件B独记

2 .独立的性质

若A 与 1》立⇐>A与B独立 ; θ与 B加主 ; θ 与 B独放

有把无把对独立沒有影响

3 . 三个事件的独立性

{
DPAB= PAPB

了苦 ② PAC = PAPC 了兩鬭 ⇐了三事件ABC独立,③ PBC =P1B . PC
④ PA 3C=APBPC .

注 : 三事件ABC独立* A .
B

, C两两独让,

小还锵加PABC =PAPBPC

若θ ,
B

. C独西⇒ 测A与 B的和差积逆与C或[均物部
0 0 0 0

eg: AUB 与 C加立

A
- 13 与[ 加独立



一

c :

P115A)=郡 )
≡—

潜入階潜经码PB
:

年4-0
= 1

PAtPBPAB= 3. 7⇒PB=a5

A与 B加立⇒B 与A立⇒P(B |A )=P( 15 )
↑
A无影响

: PB= 6 - PB

( 独立不于互下, ∴∵PAViB ≠ PA+P3) ! !!

PAV 13=PA+PB - PAB
二 24十B3

P 3=0.5 烈B= 0 .5

1.9伯努利概

1 : 伯努力实验 : 当实验E只有兩和种可能A与A 则称为伯努力
试验

n重伯努力实验 :你 n次

2 . 二项概率公司

每次试验有两种可能A与 θ , PA =P , Pθ= 1- P
则发生k次概率:Pnlk1 =CnRpR ( 5-P )mk ( k ≈

0 , ) .… …n)

二项概年公司三要东 :Dn重试验
②两种结果A与 θ

③ 每次PA部



伯努力

m

∞> P ②C ㎡
p

㎡rp
)uz

|x)pinz2)= -σ P , =| - C☆ pir -p) "_ CnP ( 1 -p)
m.

①甲连胜三局 ②(供局) 伊削4局(局 )③用5局赢局洪局)

尽C号P ( n=3)= C β1号场 (=4) 房 :=[④非 ,号
一

一

削漏胆上冼赛用胜 前4胜已 跌赛甲胜
∴P报据
:
司
8
+ 8 + 塔0 = 814

.



2 . 1 随机变量与分布函数

①离散型办 U

{②连续型及 .
V

③非离散非连续型RU

2 . 分布函数
件

设 X 是一个R . V
, x 为一个任意实数 ,別称事件化 x 了

一

的概年为 R .V . X的分布函数记为F×)

即F (x) =P { x ≤ x了实数其江何意义 :
匕

随机变量

egF ( 1 ) = P {x ≤ 1 } F(x) =P{x≤x]表示R ,V .X落在X

左方区间概手↓ 为,
λ

D某点外的概年 ②区间上的概年

P {xca } = P{x≤ a } - Pxca ) Psacx≤b] = F ( D)
-

醫减
G 臨Fia)-Px3l1y

a 否
= Fa - F (G-0)

PSacxc )] = F (b-0)- Fa

b



3 . F1X)性质

① 非负性女 Fx)≤| 一同
flx 1

② 规范性 : FG =D)F ( -∞) = 0
③ 单调不减性

Vx 1 <X 2F2 )-Fx ) = P {x . < x ≤x 2 }20
< ! F |x 2) ≥, F ( x 1 )
⇒ 单调不减( x , > x2 , FxxFy

④ 在连续性 : F(x)为在连续4数

∴

已知Fx) ,反水参数用规范性八
分段点 ,外用连续性

①F1+∞]=| . ∵bixG4* = Q = 1

② F(- ∞)= 0 ∴d@ C = C = 0

③ F10+0)=F01翡,
∵

Gb(jF 10)=+[a+=θ0)做 (及DJ:0

i ∵a号 ⇒ D=
-

1

11连续性 :

σ: li,Asinx=O R ) P {π<x<) 学室XY
求成出

= {bm simx - F 1 -8 ^一

远处: ↓ 彈θSin*=
{ x→π 的
二出 ~ 0

A = 1



2 .2离散型随机变量及其分布
1 人.离散型 R . V: 当 R .

V.X的取值为有限个或可列为无限个时 ,

测称 X为离攻型尔V

eg :
“

掷歇子出现的点数
"

X= 6
, 2 , 3 . 4. 5 . 6

”

投篮直到首次命件的试谢报次数
" = 1 , 2 , 3

… …

2 . 分布律 : X * 2 X… …

阳队加

3 .分布律的性质 :①非资性PK, O

② R + 报 + . Pn = 1

4 ,离散型及 . V .X的分布函数

若X的分布律 X x , X2 X
加 (只胡落在点上 1

R 召房才有概率
一

FN) =PSX ≤x ] = 0 当 x 《 x

{ P , x 1 ≤x <xx| 包点 )可11不这如
P1t至 2≤x

<X3 (包点K加
|中,t招据 X≥X3

少礼和
MMy。 州
,

川

; ?

①先写取值 ②再求概率

X= O 1 2
C8C还

Px=0}= PN=2 |=P
C2.C'P(x= 1 }=D



X= 0 6 2 至 4 综上情語硫
部{a∞}=Ʃ

t) 二达 x西

{x=2 ) =B
Px=3) =式141 个式通过,所立没过了,

P1c4) =[成仍 14
( 4↑ 的通过) ①

5.12非常见的高散型分布

( 1 ) 0- 1 分布

若x分布律为即户测称λ服从 10-
1) 分布

eg:力硬币
①加独立重复 n次

九) 二项分布 {② 只有两种结果A与A
③ 俗次词验件部保持不变

若λ的分布律为 PSx = k}= CRp
㎡
11
-

p )
mR

, R= 0 , b… n

別称 ×服从二项分布 ,记为 xuB | u , p )

(3) 泊松分布 λ
Re入酒松

若X的份布律为 PSKR}=λ↑皆! , R =0 , 1 , 2… (λ70

则称 X 服从泊松分布记为 XMPA ) 或π lx )

eg : 泊松分布背景 : 单位时间內放叉路口的人流量分布

4) 起几间分布
CRC11-

mk

若x分布律部x=k} = CN , k =0 , 1 …} (其期J : min{ u ,N } |
刚称, X服从超几何分布记为 H (N ,M ,

m )

eg :



MuRCMM
.

)1 几向分布 (不达目的 ,提有罢的分布)
若λ的分布律为P {x=k} = ( 1 -p )

k+
p ,

及= 1 ,2… …

刚称 X服M 26国分布记为λ的GlPI

一

☆
P1 台1)

P{xxo}
- PSX= 1]

P {x≥23

∅ D
当 n≥2s

P ≤2. 1

□ 可以将
一

Cnprie.x



2 . 3 连续型随相变星及其分布

1 . 定义 : 没随机变量 λ 的分却4数为FA) ,
如果存在一个函数

f1x) >0 . 使得 Fx) =fxfltdt ,
则称 X为连续型 R .V , fx为X

的密度卧数

注① 连续型RV. x的分布数 Fx )是连续4数 (离散中 FM
星 是古连续)

②若 fx)在 x点连续 , Fx ={
∝ft>de)= fx)

① : 的ftdt 表示Mx
2 . Fx) 性质
① 非负性 fx>≥ 0(∵ F ( x)为单调不减∴ Fix) =fx) ≥0)

② 规范性手怒 fx)dx= 1 |∵ F 1H∞)= 1 ∴/怒 fix)dx = 1 )

③ 点处概率 : P {x =a] = 0
⑪

-P{x ≤aPExsa)
=F ( G )

- F (G-0 )
汉上连续

=F1Fa() =0

④ 区间概平部 {acx<b] = P{G ≤ x ≤k] = P{ acx≤ b) =部{a≤x<b
(点外概年为0 )

fafaioh



5- x
*

fx)dx=|≥ { -∞*ae*
1dx =|λ ) f
| x )=÷ e - *

1
, ×ER

你 =⇒ Fx ) = {楷器
∴2af0** e* dx

⑦ =2ax>e[]∵①
当 xco时

= 2a = 1
Fx=fxft1dt =λ31=f∞ie

G =I ② 当X70时
二 Ʃ

☆ F*: fxfiude =1房Ʃe*x ε0 > e
*

x30

法一 : 由公式球 俩段相加, 积分司加性 )

FHx)=f-*f( x) dx=S-fit )oht+fo*f1 t )dt
=δ.∞ ie* dx +f0* ie

*

dx

= (注 - 0 ) +(-ie* +d )

法二:
由马关系求 = -Ʃe

*

+ 1

法二 : 秒杀直接由fx ) = F () ⇒ F(x) =
iex

.
X>
0⇒严 =

Ʃe*+C2 X20fx)= {经e* x≤0 {三e*+C , x≤j

想 :XF ?

马后为fix )
.

求C , C 2 :→
规范性 F(∞ )=0 O +Cz= 1 ⇒

C2= 1

F (+∞ )= 1
∴
0+ C , = 0 ( 1

=0

∴ Fx )= {x+
1 , ×>0

1 x≤0



e θ一把, 改为 ≤

( 1 ) F (+x) = )
a) f1x ) = Fix)

即 G+π D= ]
arclenxs!

:Ntxy ( arcenx ' :)
F (- ∞) = 0 ∆

a - nb= 0
)部≥1} 拉旅]

⇒ 7= 式 :1 - P{ x<1]
G=出

= 1-fin (Hxjdx = 1-飛 dx

= 1 -2 arcem 1 ,!
二

三 |~ ()
二士

3 . 1几个常见的连续型分布

① 均匀分布
若 x的f) = {

品
,
acx<b

则称 X服众均月份布记为 Xulllak
0 其期他

eg : Xuu112 , 4 ) →f结 ,
2

《他
注 :若xnul( a,b) 则死@xcb

1 1 : xsb

若xuula , b) ai d
…p

>
则 P { ccx< d } = dba

②指数分布
若 x的fx = {

λ%
,
飛。 其中

λ> 0,则称X服从
1小度 )

指数分布
记为xne (λ) λex

背景:指数分却也被称为寿命分布 ,如电子玩件



注 : ①诺Xue(λ )⇒Fx)= {站
e
*x

, x>0

,
X≤O

② 若xne( ),则X賄无记忙性 : P {x>tot 71x池工了新电线
油题: ]= 1≈-4Gc P(2cxc5 ) =系

= 6 x=16 (xf)≥:0
x
=
- x+2>2:0

x ≤一域λ公

7门的涌”
1-e
λx

, x>0
-e

-
λx

㓅
0 x≤O

区下

PS-2 < x≤4] =F 14) -F (-2)
原oeoxni

可添吗号凑F14)
= -e4λ- 0

1连续性点=0门
= 1- eex

法2 : P{<x<4] ={-24fx >dx={rfx) lx + fo
"f1 xxdx

= 0 + fo" λe-** dx
= O + (-H ) e

-λ x 1岁 =

1 - e
-4λ

③ 正态分存
若x的 f)= re -

µ)

,

-∞< x<+∞ , 则称x服从正态分布 ,
记为

XUNLU,62), 其期 6 > 30

↑ ( 6x 越尖了
注 :①若XMN 1M . σ) 则fx)的图形: , 命法位置参数, 6 形扰参数)\

②秒杀公司: { 怒e *dx=AR( 其中 : A 30)
(润松不分)

③ 标准正密分布:µ=06 = 1 , λ WN( 0, 1 )其密被为 φ () =he
-2



④ 若 xMN (0 . 1 ) 则更x) = 1 -心… ,

⑤标准社: 设 XuN (µ ,
σ
2

) , 则πµmN10, 1 )

个! 愁↑ , → 點f ,

(x-M)

M , 6Y

⑥ 若XUNIµ , 6) 则 P{acx≤ b
]
标准化 P{ µ(µ<站

二年 (µ )- 年()

eg : XUN ( 1 , 4) ⇒ P {kx≤2) >标准准P {cc]
= 五 (法 ) -通洲 (表查)
5

⑦ 上 α 分位点 :

為面上x份=x设 XMN (0 , 1 ) 了 则称α为N (0, )的上α 分位点

H区二?,
面积

. :上五分位店eg : α= 01
,姗
… 个

更6 ) =3
.3

另外文x
=-lk

部站(( 台 ):0-

= l| 1-a 部{cxxΨ
]→
标准比人 2<了路
: 年 (台 ) - 事 103 = 0. }

成

∵更 (σ) = 0 . 8

Pxco} → P2 )

= 准 (℃) =器[]|-
x )=5区]



2 . 4 随机变量4数的分步
← )高散型变星数的分步

☆
”

先求取項 , 再求概率
”

川哈图卻Y= 2xy ∵ } : - }
,

-1 , 1 ,
3

一

川前品之点
注意这里是 1和1 相加

(≈ ) 连续型 34数的密度函数

已知 Xufx (x ),求数g 的密度函数fy1 y)

利用分布函名法 :

q= X
2
, x

号
,
2x + ! …

{
①将x(xRX分段点代 λ y= gx

①先找到自变行的分段点
② 在时求 y= 9 (x的最值

②再根据以上分段点分区间求 FYly)
FYM ) = P 1 r ≤y ) 代入 p {g (x) < y) =f区间fxldx

ey :P㉙< n ]={y) fxmodx

③ 求马 Fiiy) = fyly )



1 . 全概率 : PB = PA, B +PA21 B + .

…PAnB

PA. PBIA , +PAR .PB1 A 2 t . .PAG PBIAn
前后AilB , 3BAi

2 . 十贝斯 : PAiIB = PAp :
PB1AiPi
PAPBIA1+….PAnPBAn

↑全概年展开

3 .FN =PX<

x
了 {PFE+a) 1
) 连续不减

, Fi- ∞ }=

(离散型 )

④ 在连续性

4
.
至少发生一个 : AUBVC

5 . 泊松分布

泊松定理 : 当 n >20 , PC 2 .1 时 ,Ckp ↑ ( |-
P
)k

( λ=np)

6 . 连续型 :

F 1x) = {-∞ fir )dt
-

①F(N ) 为全连续函数

下连续型f(x) : ① f1x)≥,0 FN) 也符合
FHDI) F 5∞ ):O

②S-∞∞ f( x ) dx = 1

③ 点处概率 =) F 1 a )= P{x ≤ a]- Psxcal
二 0

, ④ P{a <x< b} = P{a≤x≤ b}
连续型x) 中上 ”

有沒有结果相同 = 部 {a<@≤ p了
= P {G ≤ x<

B

]



6
D找 y的分段点 FYMPx

(
Ʃ8

S(τ≤n ) = P(2x+ 8≤n
) |=f.xfx1 dkO-

1041

公:哈品最值
: Xtp, 4 ) yε 18 , 66 )

仪Ndx+%三 fxx2)
+*1、00

二

—42110
x

② 分区间 L

1
“

当 Y <8时 , Fyby) =P 1µεy}=P{rxt8 ≤ y }
3
'

y≥, lb
什

⑬÷ PSx ≤些 } FyM>=P{↑≤ y]{x≤Y ) Y8

: {
.

x和fx(xykl
注这里∞0

: 0
S-x
=8

fxx1dx=θ-
14,+∞)
/-.∞fx>dx+f,4ffxdx+

/

4≡fadx

= O+ 花治 + 0

二 I

③挥

fYy )=FYyk
{ y他YL
10( 81字号其他 )

方法二 : 公司法 0「

定理 : 设 RV.X 的密度为fx) 4数= G1 且 y=φx) 为单调4数
则 = gx)的密度 fYly )为

fyiys = ffxlhig) thimgl ,ayos
∂ , 其他 其中 hy) 为 y =g (x )反函数

α为 GNM最小值
β 为 GM最大值

求fyny )
1
”

先 y=Ʃx+8为单調函数
其反近以数为x =Ʃ5

-8
= hiy)

20 用公式 {fx (" 1 ( hiy) | α< y<β

斯他

1 !
. ÷ ,

α= 8 β=16

: 》 唱嘴{
0 . 斯也 {



P由题第=-21ux →台 '= - *↓鮮调辽卧数 —回断单谒,㉙数 hia )
其它卧数x=e

-☆=hly) 求αβ

2 fulmfftlhimgl hingl acgsB
Y =|nx

e
"
= e

2/mx
艷 什

行 ,宝∴
90

1

eE = x
二e是 x社

f) : 1 : 艷 fx , {!
"

没有地方代入hiy)
的就 = 1

e
x看似单调—但在有效区間单调下可用 ! ! !

.

P =x「 在10 , }单调 ,反函数 x=5 = h (y ) (在0,
2 )舍河 )

2
'

fyiy ): {
fxchis) Ihiyl acys
∂ 其他

引河
②

信刑 0 . 4cyc

∂ 斯他

同上题 , 已经是常数代入不了



多维随机变量及其粉布
到二维随机变量及其聯布断数

1 . 二维随机变量 : 设n为随机试验 E的样本空间 , X和个都是定
义在U上的一维随机变量则 ( x, 4)为二维随机变理

2 、联合分布函数 : 对于任意 x,∞称P{x ≤ x , }≤ y} 为 ( x,Y )的联合分布断
数 , 部为Fx,Y ) , 即F 1 x, M >= P{x≤x, }≤ n)

eg : F 11 , 2 ) = P { x≤ 1 ,
} ≤ 2 }

^

注F1xin ) 的1几向意义 : 心
”

; 表示落在此区域的概率
3 . F (x , y ) 的性质

⑩ O≤Fx , y ) ≤ 1

② 单调不减性 ,即固定行 , 当 x , < xz ⇒ F ( x ,y )≤F2 , y 1

固定X . 当 Y ,
< U2 ⇒ Fx , y , ) ≤F(x , Y2)

③ 规范性
:

F (=∞ ,
-∞ ) =0 , F 1- ∞ , y ) = O, F ( x ,- ∞ )= 0

, F (+∞ ,+∞) =

④ 右连续性 : FN , y ) 关于 x右连续 , 关于 y右连续
即xx+ F 1x+Ax , } ) = F (x,Y1y>+ F (x ,y+Ay)= F1xy)

可用规范性参数

F ( =∞ , y )≤0即 A(B- ≡ ) (ctanr☆ ) :0
也o ”

. b}=ƩF(+∞ , +∞)=1即 A(B+) ( (t)出又一

从此式 A≠0

F ( x , +∞ ) : O即A'-IBtGI0
⇒ C=Ʃ
代λ②∴ A一起



3 .2 二维离散型随机变量及其分布

二维离散型随相变量 : 当 1 x , Ψ )的取值为有限个或回例无限个时
称 ( x,)为二维离數型随相机变量

联合分布律 : 设 N, )的可能值为( Xi , Yy) i =1 , 2
, 3 …j =1 .2 … …

称忙, Y =Y]起部j , { = 1
,
2 , … }= 1 . 2… 为《目联分律

可记为 Yb , yc…… Yj …

Piπ Pic … Pi门 ( Pij ≥ 0 , 區門 = 1
X2 Pr1 "P22

: 1 : 心j
(表件概平合为 11

Xii 1

i

V 0 1 其中 π= P{x=0 ,Y=0 }=(" =π
0 P 1 PBr Pr=Px:∞, =1 B=

cj
: 岁

1 P2 Prr P21 = P{x=1,4: 0
]= jcs=

P22 : PX - 1,1
]=cis' =f



区域概平
= F(x,n )

已知fx , y ),&求参数 ,用规范性 ② ]ffmydxly "
1
>

5.
*

5.
*

f1x,n)dxdy= 1 yciopbxdxly
σ

:{Jy dxdy=fo 'dxSx
'

kxdy =foilodhxS *y“率
1

嗳
=S0ikxcdxfx' dy
=|,k ' x ×-11-

x )G积完还要与
x一起积
Ψ

.

二 R)号

== 1

∴k= 6

联合Fxiy) 用
{F(Y )={Dxflulldudh几何义间F1u)表示落在四概个

解: F (x (y ) =P{x≤x,Y≤y?=tffquigdudo

,
与
“

(
xm )公有和第一象限有交集概市o

u 当X2) 1 Y>O

Fox, y ) =fo
* dy fo" 2e

-1-vdv
=So*ze2"duso" e

' vdv

=1 - e
*)(

1 ke-y)

综上 F 1 y ) ={ 11
-ezx/(ren) x 70 , yo0

∂ 其他

3 . 两个常见的二维连续型分布
①=维均日分布

=

{

$(
x , y )ε D|=维是面积的倒数 )

0

[nula ,b)←→ fN {感艷
↑ (一维匙度的倒数门

记为 (x ,4) UU (D )



若 N . Y) MUI 8) 自DCDP{MY)GRF (面 )

2 ) 二维正态分布( 算 3)
很难 , 别看了 …

…

3 . 4 边缘分布

1
. 边缘分布函数 : 设 (x, Y)的联合分布4数为f(xy ) 则称

①F×(x) =P谈I = P{x≤x ,n} =P {≤ x , YC=F1x, +∞ 1

↑
随机自变量 无中坐有 -∞<Y<+∞
变量

为二维RV(x. Y)关于X边缘分布4数

②Fy ( y ) = P(Y≤B ) = P{ N,Y≤y }
=P { x+∞ , 个≤ y } = F(+∞ , y

为二维R . 0 ( x, Y)关于 Y 的边缘分布函数

2
.边缘分布律

已知 (x,T)的联合分布律
:

PX = xi,Y
=
yi }= Pij , i = 1 . 2 … …

j = 1 . 2 … … 则称Px=xi] = 部 {x = xi ,w }
二 P{x: =xi , Y , UEYzUEu;
= P {x=Xi , Y= } ,}+px=xi , 作y ,}+.
二P { x=xi , =Yj了: 登部 ij



一Pu :P{x π 1 , 2 } =ii平 =活
P2 = P{x1 =2 x ]] = 0

Cz1 .2 」民品 P1号P{x 1= 0 ,x =1] =区4
= 本

口

PUPIr P} P21 ={λ= l , x2:] : 0
0 ( P31 P32 P3 了 Pir= PSX=2 x2≤2 ) = 0

部2s= 0 Cdl " 2 1

P31 = P{ x1 = 1
,X 2=0 }

=4x
4 =

Pc: P{x, = 2 ,λ2 =3 }==π
P33= P(x= O , X2=0) = —42x2 二年

月 . 了二维连续型随机变星及其分布

1 . 设(x , Y)的联合分布函数为 F( x, H ),若存在非负函数f(x , y ) ≥0
使得 F 1x,以 1 =δ-∞ {-@ f( u , v) dudv成立 , 则称 ( x,4 ) 为二维连续R↓

f(x ,y) 称为 (x , Y )的联合密度函数

2 . flxy ) 性质
D 非负性 : fx , y ) >, 0

② 规范性 : {-*
*

f*
*

fx , n)dxdy = 1( 即FH0.x = 1 )

③ 若 fN , Y ) 在点 ( NY)1处连须则Fxay =f 1 x, b )
④区域概率 : P{x,Y)ε D }={/fax, y )dxdlyp{ax< b ]=fa

"

fak



父 ” Yz Y3 b4
- nyj

× x , 以 sXyLx ,ys… i 即x的边缘分布律 :行之和

好 XzY . XzYz
…
… …

X 2y's yj 的边缘分布律 : 列之和。

X3 XBYX3 YE
…
…

( X 的行行相加
X4 : 涁 }的列列相加了;xiy.xiyz … …

∵

第一行积三
↓ ↓↓

×1012| 2. 70. 2 为 (x ,Y)关于x边缘分布

(第一列和
Y 1 2 3 4

2 . 12. 4 0. 20.
3 为 |x ,φ)关于 y边缘分布

了边缘密度4数

设必们的联合密度函数为 f 1 x, Y ) 则称 :

① fx (x) =f*
f

(xy)组为 (必Y ) 关于 x的边缘密度函数 ,

②fyy) = {-x* fx,b )dx为( 化, 个 )关于 y的边缘密度函数



连续型变量的 17种分布

① 均匀分布 Xullla , b) , fix) ={a
: a<x<b

F):oab0 其他

② 指数分布fMely
Mex xJ)

Fx ) =
{

5

dx1
xab

∂ 宫 1

③ 正态分布fix)× WN . (µ , σ" f1x) = rnce*
up

1年 ()也有值
1 . 年 (-x ) =|

-

年(x) 2 . 标准化 P {x <x<x2 }→咎)
3. 上 2分位点 U

标符号
- l1α = 1 -a 二五台) 一耳河所

者fx= 准本身为 C ,后后酒
天论xy
都为 C题型过知 fxx )

,4 = g1x )求 fuly )

fixilhiy). thiy,l
公司法 : }=g ( x)为单调函数 ,则有 fu ( y ) { α<X络

( hy)为 : gx)函数, α 为EGN)最小值
0 他

β为最大值

二维连续型 fx )

Dfx)≥0
② 5-*
f

-a*
f

1dxxy) dy = )

X边缘分布律:行之和二联合↑师律之中
y边缘分布律 : 列之和 。

边缘密度函数
f ( xy ) 为 xy联合密度则 fxx) =f怒fay)dy为关于x密承

fyiy) =f☆f(xy)x为关于 y的



g :设 x
, φ 的联合密度为 FxY ) = { % 荊他求x (x ) fuy )

已知f 1x ,r ) 求 fx (x) 步場聚 :

① 先画出 ( x ,y )的非 0 区域的草图
,

八一炎
X2≤y ≤X

1
…

丫
一上下限不一定为皆是阴縣范围

② 再用公司恤= S怒f@b) dy ( 注 : : 此时利用
“

定 x穿少
”

方法

lx 1 =
{*fixmidy = (

fxdyoxx : ) 得到 X 与 y 范围
)

龜
0 X ≤ 1

Jo dy = 0 其他 YExE
笪限

{
( xx) 0xx ≤ 1

∂ 其斯他

1護 Suy ) = {.* f(x ,b)dx 注:此时用 “ 定 y 穿
x
”

如

O ≤ Y≤ 1

Y ≤ x ≤ 河=

{
{g
β

6 dxocy ≤ 1

北宫以勸 ”
∂ 其他

∴PS:谁为自变量就定他穿其他
”



题型 :X陷 , 个联合密度函数 f( x , b > { , 求 fx (x ) fy ( n )

① 先画出 f1x ,y )非O区域草图

② fxx ) =5.2
*

fxy) dy = ( 定 x 穿 y )
→菲 |∞ , +D) 而是 y = … X

fyn ) =S
-
D
*

fix ,y7dx
一定 y穿 X

菲(-∞ , +∞) 而是 x= … Y

条件分布 :

①固定作 y忙 , x在 Ey之下条件分布律为P公 ,yi行
部吃

②固定X= xi , y在 X= x 下条件分布律为 PSxi , Eyi]
pxi

条件分布二联合分布边缘分布一
f(x, y )

③ 固定 =yi ,
λ在y下条件密度函数为f 11xM )=

fy19 )

④ 固定 xxXi , 个在X=x下条件密度4数为fY1X ( y | x) =Gx, u)
fx ( x)

题型



3 . 5 条件分布

( 回顾 : 条件概率部 (A 113) =房 )

1 、 条件分布律

设离散型(x ,Y) 的联合分布律为P { x=xi,↑=}i }=ij. i
, j=1. 2… .

① 固定 kyj ,
当 P作yj 了≠ 0 时 ,

称 P {x=xi )=yj}= Px=xi 作 y; |
部作= yj}

二部j
为X在Y= yj条件下的条件分布律 J

② 固定 x=Xi , 当部 { x= Xi了≠ 0 时
,称 P{=yilx=xi} = P{x= Xi,作

P {x =xi ]

为 4=X=i条件下的条件分布律 :避

联合分布
条件分布 :

边缘分布

洲
先求取值 ,再求相概率

P2 = P{x = 1 / 个 =B :
P(Eb,41门
> .31 2

解 : X : 0 1 2 二
0 . 345

二9

x 0 1 2
P3=| 1- P ,-Pr=Σ1{x: : 1 ]P ,PP 3

2其中 P =
P { x0| )二 ]Px

:01
段二烈+001+5 =

号



2 . 条件密度4数

设 R.
V (x , 个 ) 的概年密度为 f(x , b )

① 固定个= 个当 fY 1 y )≠ 0称fx1 Y( X:y) 为 X在Y=Y 条件下
的条件密度

② 固定 X =x , 当 fxx)≠ 0 称 fylx (y ( x) : y ”
为个在 X=x条件下

的条件密度

fix , n)上联合函数
注 fx 1 个 ( x 1 y) =

fyly不边缘分布4数
是 x的一元函数

规范性手怒 f(x1)( xH) dx =f-∞*y )dx=Fy,{. ∞fixy) dx = 1

fuly )

解 :

①由题得 fxy)= 候節
②求fy= fu( y) = f怒f (xy 1x 1 定口x)为—

{

β豁4
州

=(VFy
-1 ≤u<|

∂

》固定个= y , fxM (xy ) = 么,
“

*”
)
: {學臟;Λ

当一 1kyc11时



↑ , ㎡成

fx% 艷
…

在XEx , ↑在x , 1B上均分布

=⇒ fulx (y | x ) = {感艷
> fq1 y) ={-*

*

f(x, y )dx 而 f (x,y)未知

但 fulx (y*↓=v=→ fxn ) ÷ {感勸xyc1

∴ fyn)= {.0
f

(x ,y) x={β
成 。 x ” 定y

coysl
0 XKCy

= {≈ xys

其他

3 .
6 随机变團的独记性

( 回顾 : A 与 B独iE>PAB = PA- PB

1 . 设 F (x , y ) 为 (x ,Y ) 的联合分布4 数,Fxx ) , Fyy , 分别为
X与个的边缘分布函数 ,若 F (x , y ) =Fx ×MFY1 y )则RV丫Y
相互加蛇 联合函数边缘函数

2 .
当 (x , 个 ) 为离散型RV 时, X 与

Y

加独立←>P { x=xi, =yi}
P { xxxi] P { k=yj } i , j = 1 , 2 … 联合概率

边缘概市

3 . 当 N, Y )为连续型 RV 时
,
X 与加独i2≤> f( x ,y )=fxxfy 1y1

聯密度边绿密度



设 x ,)分布律为成 1 23 间 x 与 Y是否相互独立 ,

O 3
.04 0.06 o.

J 0. 16 0 .24 0.4
年

0 .04 0. 2 a .
2 ↑联合概率( 求 =边缘概年迎R、□

由题 P {x) ,F} =P{x=0} PSY= 13
PSx=) ,Y=2} = P{x=3]P{ y = 2 }

0 . 06 0.2 0 . }

:

∴
P {x =X 冷,∵Yi]体Xi了部作yi ]tiji :x与融让

小结 : X 与Y独运←)X与个的联合分布律每行均成比例

(求 fix , y)=fx(x) -fuly )
X>3fxy ={* fix , n)dy (定x穿y ) ↑ 浅”

。

y<tx了多
。

=S,
+∞
2erxy dy = 2e2x/o

+*

eYdy= re2'
,
x>0

y70

fYy ) = {
{fx,y 10k (定y》 。

气
,
× (+∞

0

=

{号
zezx-ydx ,y20 =2eYfexdx = i .2eY=eY , Y 70

其他

: fxnfyuy)={
ze2

x
, e" x>0 , y2o

=f(x,y) ∴i20 其他



3 .7 两个随机变量函数的分布

1 、 两个离散型R√画数的分布

例 : 设 x, )的分布律为成1 2 3
求 Z = xf 个的分布律

1 公平出
2 台 0 在

分布律 : 先求取值 , 再求概率 (光取值 ,再求概年 )

解 : Z = X+Y = 2
,
3

,
4

,
5

P{Z =2} = P{* 1 , Y= 1} = 平
PSZ≤3] =P{x=1 , }=2} + P{X<R ,Y=B = 4 + 击 =场

1

P{ = 4] = P{x=2 , Y=2] + P{x=1 ,Y=]} -0+8= 8'
P 1{Z=5 } = P{x=2 ,4 =3] = [

—23453式出
2

. 两个连续型 R 、√函数的分布设N , 4 )的密度函 Y数fNY 1
=e≡ ”
,

。 其他

<
1 , 9 ){ 求飞二X一个

(分析 : 已知f(x , y)水E: 9(x,4 ) 的密度 FZ 1Z )
密度fz分布数造2 )

上求先FZ (Z)
写即得 fz 1v

前 : □(知fx(x )
, ¥gx) 求 fY (y )



B

2
. 两个连续型R,√函数的分布设

X , 4 )的密度数 fNY) = i℃≡
”
,

0
℃

其他(

1
, y0{ 求飞二X一个
密度fz (z )

(分析 : 已知fx , y)求E: 9x,) 的密度E 1Z 1 分布4数造

上求先Fz(Z)即得 fE 1m

①
八

≤ Z分段点xY 广您望》 娜

(0 ,
3) ( V ,s )

两个点 ∴ 分三种情况
②

1
.

当 ZCO
,
FEZ ) =P〈 ] 代入 P{x-Y≤z] =gxydxdy ={{ieky

交集y =x-z
XGEZΛD

是

录

「
=δi 'dxieƩdy =2 (1-e-i) e☆

2 . 当 O ≤Z< / ,FZ( Z ) = P{ Z≤z ]=S / ie -"dxdy
Λ y= x.Z : 5 -SZdxSXZ x-yEZn 1D

B必 = S全- S三角空是
= 1 - Sidx*当eIdy 1对 dy就定x穿 y
= 2 +2 - 2e 用X表示 Y )

3 当 Z≥ 1 ↑Faz 產



题型

若已知 fxly( xy ) 用 fxlyiy)= 前1
已知f1 x , y )求fxx ),fuy ) 、

{若未知 ,
1用 5.xfexaydy , fuyffxyidx

GP→ ( 定 x * x) → x=

㎡

题型已知 fixy) , Z = 9x,u ) 求fZ (Z)

①不成入 x , g 的边界点求出 Z的边界品

② 对分好的边界讨论求 F1={≤gxy}
③ 对 FZ(Z )写得 fZZ ) fixy7,

要原 fxy ) ⑨1xy1
卷积公式 : XMN (M . , σ ,

2
) YUN (M2 , 62 ) , λ位

Z= ax+bY R 则 ZnN (GU,+bM 2 , 6,+b62)

P { max ( x "y ) ≤Z3 = PSXEZ} PS 4≤ Z }
PSmin (x, y ) ≤z]= 1 - P{ nin(xy),z )=1 -fP*cZ3 ) ( 1

- PSyεZ3)



∴ FZz) =
2(tei)et

2-2e ,
a{

1 , Z≥ 1

③ 鬥 F瓦 1Z )

(1-ei )e
☆

Zco

fz 1z) =f'Ez ) = 1 Z-1

I -QEOEZ< /

0 Z31

3
. 利用卷积公司求Z =x+个的密度

设 ( x ,4) nf( x,n ),λ与Y独立则Z= x十个的密度
fz 1z ) ={-*

∞ fx (x )
, fy (z -x) dx

「

ur∝

标准正态
由题fx)= 原θ-*i , -∞(x<t∞ fuy)=πe -

0
,

-∞<y(t∞

利用卷积公司 fz (z) ={∞*套E
*

·原e
-Ex)”

d1x

二就 e”}.* ℃ (x-zidx
飞

二
x垣:tz70e

-☆
“{-
*

@etdt =式eπ

二 .
U = 0泊松积分怒e*dx了二元 s 63 : 2

e
·x :- ,

推广 : XWNIµ , 62
)

, YMNME , 62) x与Y独立
⇒ axtbYu /x (aµ 1+ b2, a 2

o
, r
+
1b

= 62 )



4 、 两个变量最值4数的分布

设不 .Vx与Y独记 , X的分布函数为Fxx ,
↑ 的分步別数

为 FY ( y )

11 ) Z = max {x ,} 的分布函数
FER)= P{≤z)= P { max( x,4) ≤ Z ]与价于

P {X ≤Z , 个 ≤Z ]

独西部① x ≤EBP { YEZ }
= FX 1正 )FYO

11 z = min {x , Y ) 的分布函数

FZR)=PR≤z ]= P {min(x ,Y)≤Z}
立

|- P {mb ( x, 4)7Z }
近于 1- P {x>Z , }7z]

≈| 1 -(1- P(x≤ Z ))(-P{y
]

= (- ( 1-Fx(z ) ) ( 1-FY (a
|
- P个 xmmxy3

z

FX1 D PEXEBPSYE1] 1 卜PSX7Z了
小Px≤1, ≤

1 ]=P{x≤ 1 ]P(y≤ 1 } j
"m 号 1- (KP

二0 =书湖分布长度小长海
1 ) |- P {x> 1

,
Y> 1 } =|

- ( |- P{x≤ 1 )) ( (PSU≤ 13 )
=|- ( 1 - 3 ) (1 - 5
二 1 - 54 5
. 三法



4 . 1数等期望

人离散型 R .V的数学期理

1以没 R . v λ 的分布律 :
XX , λ2 … 加

…

则称區 XRPR = X,P +…X限

E =( x )
为

x的数学期望
R

湖值,队
… PR

( 注:离散期望二取值乘概率再求和

L ) 若 } = g (x) ,则 Eg (x) = 飛 g*k>限为= gm 的数学期沮
B队没Y 口 , Yz … Y ; …

⑪ p. n …PjZ =g (x ,y)则 Eg( xy )=飛 gixiyj ) P门食彦加
… 房 为 Gx , Y)的数单期泻

e

0 . 古 + 1×在+8 ix2+ix3= 8

E (x 2 )=>x±+ Rx本 +2x8
'
+ 32 x 台

二泻

H ∴ .4 众 φ∴ [ ( x)= ( xa4+2 ×0.)+ 3 × 5. 4= 2
(行和 1

上 ) ↑ 前 4了 E(r) = 0

(例和 7

B> E 1 *)=+x0.2 +☆ xa .|+ ix >|+式 x. 1+Ʃ xa. 1 t±xo1
十引x5 +5x3.}+☆x0. |= - 5



2 、 连续型 RV的数学期望

11 > 设RV .X的密度函数为fx(x )
,则称 E ( x )=S 怒 xfxxxdx为x的数学

期望注连续期望: 鬭乘密度再积分
fxlx )

上) 若 Y=g (x) ,Xnfxx 则 EgN)= f炎 gx )fx(x )dx 为作 gx数学期
望

B队若 Z=9x
,Y ) 且(x,})uf(xy ) 则E (g (x, y)

)=
S

.*
5-

+ *gxusfiay / dxdy
为E=Gx ,T )数期望

fxx ) =房艷
E(x) ={- *xfxx)dx段{ -∞xfx)dx+

f
,xfmdx+y

'= 0+
%

“ ×dx+ O二元就起
↓ )E 1 sinx) =fsinxfy* dx = 0+{,nsinx式 dx + 0

=π tsx]号二起
⑦ :值 x密度

D
√

小 E(xY ) ={ 品xyfix,y ) dxdy 此时 9xM ) = xy

= 0 + {0xdx{s
*
yRy

'

dy +o

,

”

非率冰 ; 4xdx = 1) , 0 ·龙 15 = 五

R , E (x) = E 1xy" ={0
' xdx/0*dyepy

此时俗的是聯非边缘
不能发fixidx

= fb
'

x . 4 x3 dx

二 4 x+ 10= j4

「



了
、
期望的性质

① 设 C是常数, E 1 c ) = C

② Elc . x) = CE (x )

③ E 1 x+ Y )= Ex) + E ( 4 )

④ 若 x与个独记则 E 1x) =E (x)E (4 )

4 .2 门差

1. 设X 为 R. V .若 E (x-Ex)]存在, 则称其为方差记为D( x) , 即Pix )= E区 -E
注 : ① DN ) : 表示 X与 E ( x)偏商程度
② D 1 x)≥0

2 .计算公司 己

7N) = E / x) -E (x )

解释 : D(x)=E[ x-E门
= E[^- 2E(x) X + E(x) ]

=E (x) - E
"

(x)

疗差方差 , 平方之差

方差公反用 E (N )=7x) +E}× 1

DE× 1 =S炎xfxdx = {bax+
bx+c 1) ×0K :

9
+B+C=0 .5

联合①②③
② (>x) =[ ( xE|EE1 λ1 ⇒E(x) =Rx1

-E (x)=0.4 ⇒G = 12

[x)= { -*xf(x)dx {售
xlax+hx+c )0x =+$+ 场=0 、4

C = 3
P≈ - 12

③规范性 :{-x *fx> dx=| =⇒{jax+bx+Ccx=|>③+B+c=1



3、 方差的性质

① 设 C为常数, D 1c) =)

② P(cx) =C
2D(x ) 义) - E ^

(
x )

③ D (x+Y ) =D(x) +D(4 )+2[ E (x4 ) - E (x)E14 ]

若 x与个独立 ,则 D(x+Y )7 x + DY

解 : D 1x 1
-2x2+3x3 ) =Dx)+ ( 7(-2xz) +) (3x3)

=171x1)+ 41D(x 2) +' 9171X3
: 46 .

4
.3 常见分布期望与方差

1 . (0 - 1 )分布
若 ×服从 (0- 1 )分布

×

即户则 E ( x) =P ,
Dx )=P 11 - P)

解释: E( x)= O( 1 -p) + 1 xP = P

E 1M)=θ . ( 1-p ) +
|

Pp = P
⇒ 17 (x ) = E 1 x) -Eix) = P- p>= P( 1

-P)

2 . 二项分布
若xnB ( n ,P)

,
则 E (x ) = np , 17 (x ) = np (rP)

解释 :若XUB ( u , P ) , x的含义 :
"

n次伯努利试验件A发生的总次数
一

其中PA=P , 引 λ Xi =
“

第三次伯努利试鸿险中 A发生次数
”



了 、 泊松分布

若XnP(x )
,即 P {x=kJ =R.

e

*
, R= 0 , !.

……则E (x) =λ , D 1 x) =λ

解P: EN) : ☆KP(x=k)≤ 飛 k . λ

皆:=λ eλ區篮!
无穷极数

4 .均月分布 冲总
设Xuul (a ,b) 则 Ex )=Ʃa+ )P 1x )∴bap

5 . 指数分布

设 xue (x) 则 E ( x)=π> 1 x ) = 不

6 、 正态分布

XMN (U , 6
'

) 则 E 1 x ) =n ,
1Dx ) = 60

fex {
λe
λx

指数分布
Ex>=叉 D (x) 二成

E( x+e2x)= E (x )+E (e
2x) E[N)

口看成函数
二 1 十

而 fx) =线
”

,
。⇒ Ele2

*
)= 怒exfxxx
={ot* e2x . e* dx
=fot∞ e-3×dx =3

∵ E(x
^

]= D(x)+ Eix) 鼠喟必
RXMS ( ) 0 . 0 .4 )

=|3x). 4④+1 β→5.4 0
.∞+ 16

= 18 .4



4 . 4 协方差与相关系数

1
. 协方差 :设 | x ,)为二维 RU, 称

E [ X-Ex))| } - E14)] 为x 当Y的
协方差

,记为 CoV (x, Ψ) 即 CU( x,4 )= E [ x[( 1)) 1 FE 14]
注 DCOV (x , x) =Dx)

② 计算公式 : CoV (x , Y) = [ (xY) -E ( x)E!T )

③ D (x+Y) : D>+1D (4 ) +2C0V (x,4 )

(系,前面(17x+4 ) = P ( x) + D(4) +2E[ -ENE]
2

. 协方差的性质 E(x)- E (x)EYY )
DCoV( x , Y≠ COV ( }, x) 乘积的期望一期望的乘积

② Covlax, by) = abcov (x , 4 )

③ CoV (X+} ,z ) = (oV ( x ,z ) + lou (4 ,Z )

④ 若 X与独i2, 则COV ( x , Y )= 0 ;Cv ( x ,0 ) =0

了 , 相关系数
Cov (x,1)

称 RY =

N√)
为 X与个的相关系数

。

CoV ( x, x)
如=x ⇒β xy=≥ x)及,

二
E)一聯二炎 =1

Y=2x =7 Pxy: Cov |x, 2x) 意品, = 1

≥心4x)
=

↑>中提常数带平方
注 : βxy刻画了 X与个的线性相关程度



4.ex 的性质

D -1 ≤ Pxy≤ 1
「

② PxY =0←> 称 X与 Y不相关

③ θxY= 1 ←)称 X与Y 正相关 (即Y =ax+1) , a>0)

{βxy== - 1± )称 X 与 Y负相关(即 ¥ ax+b , G <0 )

注 : X与Y独应⇒X 与Y不相关(xr=) )

(1啥关系也沒有 ) ( 不存在线性关系 )

上联想
仪Y}=| _→

对立 PSx≠}= )⇒ P {x=0,} =B部= 0 ,E-1 } +{x= 1 ,=0}= 0
又概率都o∴ 三部都 :0
+ 01

个1

司: ∵。
一

& ) θxy:
COV(x以)
区D厅二

E1X 1-E心凹区N
)

三
0 - 0

= 0

由XMN 10 , 1 ) 其密度 fx) =π e
-÷

-∞ (x <+∞

⇒E (x >=M= 0

Px=又
CGUx,Y
源√y

=
E(xX) -Ex城
·派

=
0- 0 .EX

= 0

E (x))={ *簧 dx =0

λ



连续型函数的数学期望 Ex>={
.

* xf(x) O比 (Egx) =f0
gx

, failx
离散型二取值x到概率 Eflay) g= Sffray)f1ay)

DN ) = E (x ) - Ei
Dx+Y) =DN) +7Y)- 2E4) - Ex)E47 )
若x ,个独i记 : D (x+Y) = Dx) +1714)

协方差 CV( x , y ) = E(xY) - ExEY ,Cov (x, x) =B(x)

Cov ( ax ,by )= ab ∞uix , y )
COV ( XtY ,2) =OV (X123+O ψ , &)

相关系数 Pxy = GUM)
网 rDY

性质: ②O ≤ 1

若 xY 独立则 P=y )

切比雪夫不式: ,P {(X- Ex ) |≥ε }≤* )

⇒ P{ N-EN)|≤ε] | - R)



5 . 1 大数定律

1 . 切比雪夫不等本

设 R心 X的数学期望为E (×) ,方差为 1网 ) 则对于任意正数ε
有 : P{ (x-Ex |≥ε3 的 ≤PMC上限井
注 : 切比雪夫不本表明: RN)越小, 事件{ A-E( x) |πE } 发生的概

年越小 ,即事件 { x-E)Kε行发生概率越大 ,进而 X取值越集中
在E 1N)附近

等价切比雪夫不本: P { | x - Ex )|<ε }≥|-感
( 12次 :

“

大小不一 ,

” “

小大有
-

”

按理用

P140(xc60}
同减0P {0<↑EN)< D} [fX1dx 但沒有
| N-E)響不用估计一切比雪夫
∴P{ ( x-Ex ) < 10} >, -聚 : 1的 =室

,

又 Pxy=→U (×)
xrDy

=
- I

雪天 7 => σV 1 x, 4) =+
P { | x+Y -E(x+ Y ) |≥ 6} ≤+4) 代入飛二: 在=

E( x+Y)= E (x )+E(4) = 0
171 + Y ) =P)+> (4) +2GV (x ,4)

√

= 1 + 4
^

-2 ÷3



切比雪夫大数定理 (E (x ) , (Rx)存在

.* -E1x) |<ε} = 1

辛软大数定理 (Ex存在 , (7x)不要求 )

lin /*-EN ) |<ε )} = 1
1n
-7∞

林德伯格中心定理
充分大时

區Xi - nMnN (0 , 1 )

no
拉普拉斯中心定理 ( 二项分布 )

也之一
onNb . 1 ) (µ= np

62 = up ( 1-P)



2 .切比雪夫大数定律

设 X , X 2Xh… …是相互独立的随机变星序列 ,
且ENi> ,Dixi )

均存在
,
目 DNi) ≤C ,

i = 1 , 2… … 汇女二方飛 , 则对于任意正数
E ,有 : 1∞ P { * -E (x) |<ε } = 1 ←>×依概率收敛到E * )即 λPFM
~

说明距离
“

很小

证明 : 切比雪夫不式: 部 { x -E (x)|<ε } ≥ 5 风,
其中 D(x )= D(亞Xi )= 的7 X) = 的區 D (xi ) ≤的k℃

酒

:Px- E(x) | k{ }≥ , |-x ) ≥ 5C
当 n→∞时= O

∴ P { 1 x-E 1x14 E }3|-x) >, 1
P { *

E( x)<E }
六
.伯努力大数定律

设 n的为n 次独立重复试验件标件A发生的次数 ,A 二部
则对于任意正数 ε ,有 α P {∝-P1 <ε} = 1 (即怒→ p )

L

PS : 大数
1

定律都 n→∞
, 比雪天中 , E心 PM恢
√

4
. 辛钡大数定律 (此大数定律不要求网存在的

没随机变量序列 X , X 2 …加 … … 相互独立 , 目服众同一分布的
E(xi )存在 ,別对于任意正数 ε , 有 :

以xP女-E1 x)|<ε } = 1 ,即女
P , EX )



5 .2 中心极限定理

基本思想 : 在一定条件下 ,即使原来并不服众正态分布的一些独
立随机变星的和的分布 , 当随机变量的个数充分
大时 ,也近似服从正态分的布

D 独立同分布的中心极限定理 (列维一林德伯格 )

没随机变量 X, 如 … 加相互独立 ,服从同一分布 ,
目具有

相同的数学期望与方差, i记 E (xi ) =µ , Dxi) = 62, i = 1 , 2… .

则 : 当 n 充分大时 HXi 的近以 N (期望 ,方差 )

= N (E (H位) , M(xi1 )
=N |nm , n62 )

山标准化
\

Xi一 M近似N ( o, 1 )∴
的 0

②棣莫斯 拉普拉斯中心极限定理

没随机变量 X , , 之…如 … 相互加独征 ,目都服从
( 0-1 ) 分布非即户 ,其中= 12,… 则 : 当 n充分大时

Yxi 的近似 N 1期望
,方差了

=N (E品☆ ,Xi ) )
=Ninµ nd 标准化

p P ( 1-P) 凶。nN10 . 1)



si6

没每袋味精重2为Xi, i
让 1 , 2 … … 2000

部 { 的 ≥ ,205》 } 骤Xi≥ 20500}

由中心定理 HXi的N ( 200µ ,
200 .62 g =N (2003① 20000 |

产器X
≥20500号二1- 部嚚Xik 20500号标准化户》第之 -

20000℃

20500-20》》的} 0。
-

二 1- 更 (准 )

PS :同E( x)同 × )同分布标准化始

一堋

P引二咖 ((QXinU11- 五) 二EM二→
B)=-#E
世

.XinN( nn ,
na ) = ( 0 , 100 )

= 1{ |20}=| - P {-20 <器Xi≤ rs}
Ex ) =Ʃ

a

×) =π2ar
:1<≤嘴了
=|- ([2) - 五(-2 ) ]
= 1 -年( 2) + [ 1-I 2) ]) =冊
= 2-2五(21



数理统计

6 。 . 1数理统计的基本概念

1 、 总体 :研究对象的某项数量指标的全体

个体 : 组成总体每个基本单位个位

注: 总体分有限总体和无限总体

2样本

从总体中抽取的部分个体称为样本 ,
记为 X , x 2…Xn

若满足 : ① X , x2 … …×n相互独立 ② * x ; ∴

… Xn与总体X 同分布
则称X 凼… 为来自总体X的简单随机样本, 简称样本,
n 称为样本容量 ,

X , X2 …的称为样本观测值简称样本值

1 是号



七修疗差可心

② E(s' ) = (7x ) = 62
”修正方害

小结 : E (样本方差 ) =总体方差



E (x) =µ , Rx ) = 62

样本 E 1 N ) :µ .
17xx = 哥 E1 sr ) = Dx) =62 .

样本壁总差
原点矩 : Aki = 片超 Xik ,

s:前
1之一女上

中心矩 : 方區 (Xi一义 )及 .

卡方分布 : ① 独立 ⑦ 标准正态③ x = x,<+xit … . Xb
Xux* in )

名 ⑫
E (x) = n , Dx) = 2 n

分布 : ① x ,
MN ). 1 ) ② x2nx ( n ) ③独主

则 X “麼即 xntm,
E ( x ) : 0 Rx )π

2

- ta | n)=tr- a (n

下分布 : ① xnx >in) X 2nxinp

祟 nF ( ng ,
uz )

第一 ↑ 第二自由度
XMFm . 2 )=⇒* wF( m, n)数

1
Fa ( min ) =
-

Tm.mFra ,



M
零
⼈
在
意

．＇

DYi
又心
)女划↓

熨鄂品
,

1955"

El样本订差 ) =总体方差
E15}=17x)

」E 1
m(xi*^ ) = 6② i ∵巨 [x主*

)

^ ]= n36

② 同理 E(呂 }-个)P = (m+)62

:
.原本 =+m± { m() 6̂ + (mt) 6

" ) = 62

6 . 2 抽样分布

1 . 抽样分布 : 统计量 φ M,X 2…Xn )的分布称为抽样分布

2 . 义分布 (卡方分布1

定义 : 设 X, λ … … 加相互独立目均服从 N10, 1 )则有: X =x,3
+
杯+… 加服从

自由度为為部分却记为xuXi ( n)

一个

( 3 解了



3
. 卡行分布性质

① 可加性 : 若x恕 ( n . ) , 个nx^ ( m
)
,独记 →X十个 nxin+. )

辽 山
Xi
'

+x! … …+Xm , Y, =+Ys
'
.…u

②若XMX 1的则 E ( x) = n ,D(x) =2n

4
. X
2

分布的上α分位点
”

Λ…面x设 Xuxins 其密度目形口 ;

α伤位点
若部{ X>}=α⇒ 称此点是以为卡方分布的上α分位点

如 : Xnxin ) 且 ”

Λ,
州分位点

5
. 分布

① 若 X, WN (0 . 1 ) ,X 2 UX> m ),独立则X=處服从自由度为 “
的分布 ,

记为Xut ( n )

eg : X ,MN 10 , 1 ) x2uxP 3 ) ,独立⇒ X=葉 nt 13 )



6 . F分布

定义 : 若 x , nx
^

( n, )
,X 2 nX > (m2 )
,独记⇒ 帶服从自由度为

( ny , h2 ) 的下分布记为F ( u , n 2 )

第馬度“第二由度
eg : XnX

3

(3) , φuX}41,独立⇒莊

“ F 13, 41
“

訪相除得 F
”

Xutim )

∴ X= 亂其中 ×mN(a , () ,
X2mx

^

im) 独让

⑪
· X如:蕊房分布标正平方和点上下都成卡方分布
∴xiF ( 1 , n )

变式求 F( u . 1 )



∴ C=Ʃ



心看根号就猜玢布

。

正飛
、1)相加

7. 1 点估计

定义 : 设总体X的分布形式已知 , 但含有未知参数θ .用样本 X如 …如构

造统计星θ (x, x2 … … × n )来估计未知参数 θ,称 θ(x ,x…Xn )为θ的点

估计量
,
当 x , x 2… Xn以为点估计德

总体均值 樟本均值

2
.
矩估计 1点估计方法 { 矩估计最大似然

①基本思想 : 用样本知AK :導熙代替总体矩 UK= E( xR )

②基本步骤

1
. 先求总体矩E(×)

2 .再令义 =Ex ) , 解得 ②即为矩估计量



题型求矩估计量
求⑩ EN)

②令 x=Ex ) ⇒σ= … X



① 先求EN )=J 怒xfxdx= { 房*1+11艷二, σ< x/
演、体飞》

② 令义 = Ex了

二痰 ⇒②: 为矩估计量

3 , 最大似然估计

最大似然估计的基本思想 : 使得当前样本 X , m…加出现概

年最大的参数值②即为最大似然估计
似然函数 : 一种刻画样本 X , X2 …如出现的概率大小的4数

①离散型 :

L (x , x2 … ×n ; θ) = P {Xxx 1 , X2= xx … Xn = xn}
=Px= x} ,P{x=2 } …P{x =xn }(概率连乘 )

② 连续型 :

L 1 X , , Xa… Xn ;θ) =f (xi ;θ ) ,f (x2 ;θ) .

… f ( xniθ) (密度连乘 )
基本步骤 连乘变连加 ,方便算
↴

D 写出所然4数L ( a)→②取对数/ml 地)→③写 , 得驻点
,

驻点司即为最大似然估计



泊松(离散)

① 写 L⑤ ) (濡散 , 概率连乘了

LN> c …λ mjλ ]= P {x=x}.P{&k]… PXXm]
=
*TMe*!↑e*… !λ

tne
*
:
λe
_
nλ

Xi ! xal . -Xu !
②取对数

晨Iny ilnl - h λ- tntu
!.…m ! )

③ 对入马

出↓) : - n - 0 =0⇒λ=∴↑= 义为最大似然估计軍

连续

D L 10 ) : fM . ,0 )fxz , θ) … faxm ,a )

θ
二 θ *,e *. ……e
- θ

2"

e
-θ 薪( x ,…X 加

)3

② /m ( 10) = 2nL① - θ罰或- 3 | m( x… × 加 )

③ 求國 : 的一H或 - 0 = 0
2n

=⇒ ②

二π i
、
θ≤基为最大所然估计潤

7 . 2 估计星的评选标准

1.无偏性

设 Xxm… × n是来自总体 X的一个样本, ② : ② ( x , λ 2… × n)为未知

参数 θ的估计量 ,
若 E (θ ) =θ

,
则称 ②为 θ的无偏估计量

若 |@E (θ )=θ则称②为 θ的渐近无偏估计量



—总体和样本同分布
i

.E(x)≡

∅

E [C.罚 (λi+一片) } =
O

无偏估计⇒C飛洲-2Ex 洲) +E飛
=62

運都用E ↓ ↓
片都独立目同 xi ,xit相互融PN +E⑲ ) ①
分布

三E飞洲之 E以)
防:E) E分☆

:
E (xi) =B) +E1x)

E|x)≠㎡ = C 罰 (σ
'

+µ -̂2µ^+
6

'h }= 售⇒CH20=
6

(n+C >263=6
只

C =
4

muy

,

2有效性

设θ=θ↑ (x , x2 … λn ) ②=θ≈ ( x ,x 2 … × n)均为未知参数θ的
估计量 ,若 DP ) ≤ 1D (② ) , 则称② , 比 ② 更有效

∵㉑, 即, 知的系数和都为1 .
∴都是无偏估計量
7i)= 715x+ 3xx3 = 5 R+1+4pxx=5 DI)= 本+π={

D (Z )=D (本x *+[xx)=π④,+πDz=π∴D)最小最稳



片解 )

↑ 卡行 , Bx): 2n

下 3区间估计

人置信区间
设总体 X的分布命有未知参数θ, X 1 X2

… 如为来自 X的样本 ,
若对于给定的α

存在那与② ,使得 P{ ⑦<θ<θ②} = 1- α
,则称⑩ , θ② )关于θ的置位区间 , α为

维水平
防 :置社区间的合义 : (7 , θ≈ )包含真值θ的概率为 1 -α

② 单侧置区间 {
若部{ θ≤θ②=ta} ⇒ (-∞ ,⑦ )为θ的单侧置位区间

若部 { θ≥⑦ } =1- α=>( θ
,+∞ )

为 θ的单侧置信区间

①先 xuN

*MN 1µ , “ )→标准化女筒 nN日 ) 藏蕰口 ->标准化
↑
梯本均值 ⇒{Hz算< la} = 5α ② 令标堆收

由 -岭 (µ<☆解得义一层 U收 < HG 义 +亮 1区
③ 求出 Mc

即UE (* -界准 ,
义 +品收 ) 起我 ±落 U* 1



l有一个未知参数 》

了 . 当正态总体方差 62已知时 ,均值µ的置作区间

设总体 XuN (µ , 62)
,
µ未知 . 62 已知 ,µ 置作区间

P构造枢轴量

J ( x , xz… Xn ;m) =
*
所的 N 10, 1 )

20 对于置作水平1 -α, 由 JnN (0 , 1 )

虱收 ,

得 P { - 1z <J < H☆} =1- α

由 - 1级< J< Uz⇒ - 1 <*µ( l1区 义士 Ux .

入人品收以 x+箭 Hs

一

|-α=) . {5

总体XuM (µ , 1) , 62已知 , 则 V1的置位区间 : 七直接鸟痈推
UE (X±落H的 ) =(x-品级 ,

*+品H区 )

又 5α=0 .95α= 0.
5
, 更 = 小5

查表
= 5 .2, 6 = 1 , n =1 b , U ☆= H 0.325= 1 . 96 代入得

= ( 5 -π - 1. 96
,
x +本 -1. 96 )

= 1 4.71 , 5 . 69 )



4 .
当正态总体方差 6未知时, 均值1 的置位区间( 6未知)

分布图像
P 构造枢轴量

义µ 一和标准正态相所
J 1 N1 , x2… Xn ;M) = SIM

nt (n+ )

: ”6未知 : : 用 S=S= 的 Ʃ(N之)品
20对于過维水平 1 -α , 由Jut ( m -1 ) Λ

约 P {- tz<J <t*} = 1 -α ~ >
"

一s t地

3 ' 由一地 CJ (ta ⇒ -七五〈
*

出π<tx
⇒V 1 E (x -房五 , 义 +荷一分

XnN (M ,0) ,
62未知 , 则µ的置行区间

1 ε 比土落 tz ( n+) ]
5 α=0 .95⇒ α=0. 35 ,tz= t0 .025115)2. 1引

二代入 UHE (x - π tox5( 15), *+st 0. xi+ 15) ) =( . 2 . 44 )

5 . 当正态总和未知 , 方差 6的置位区间 (µ 未知 )

|α

P构造枢轴量 卡方

了 1 x . x… X 加 ;6 )
='SIM *(

n

,"
↑xln+ ) X这 lu+

20 对于宜位水平女 ,
由Juxin+ )

约 P { x}-x <] < Pz } = 1 -α

3由作<] <X ^ x⇒筱品⑥< ( n
-+) s

<

X☆|-& (n+ )



假设检验 (正态总体下均值U的假设检验( 1检验 、厂检验 )
,

某车间用一台机器色裝食盐 , 在正常情况下 , 每袋食盐质量 XMN
( 500 , 15) , 某日开工后 ,为了检验色裝机器是否正常 ,抽取 =9袋盐
女 = 511 .22 g 间机器是否正常呢 ? (α=0 .05 )

分析 :正态总体下均值µ的检验

①提出假设 : H0 :µ=µo H 1
:µEMo

的

简假设 对应假设

②造检验统计量 {
① 当 G

2

已知 , 选女µ
们的
N 0 ,1 ) ( 1检验)

② 当 6
=

未知 , 选女下的t ( n+) (T检验 )

③得到拒绝域 :

两边小概平皆階.
↑

箔*”,培州,+∞)
政店

④作出检验 :代λ 义 , S往统计量的值, 若该值εω,拒Ho



0 选统计量 : 斷 nN (0 , 1 )

得拒绝域:W = 5 ∞ ,- U

☆)U ( U 版 ,+∞)α= 0. 35 ∴ 、 V 15. 025查1 .96
= (-∞ ,

-1. 96) 0 ( 1. 96 , t∞ )

43把样本上均值 x =511 . 22 代λ
x-µ 511.22 -500

= 2 . 244orm = I5IVg
\

欢 .
②44 > 1. 96 ∴ 落入拒绝域下拒绝 Ho

机器不正常

从了开始

1
P提出假设 : Ho : 02 = 6i = 0 .0004 , H 1

: 6^≠6;

20选统计量 : X≡ 6;
m+ )

s

' nx^(n 1 )(《检验法 )水
3?得拒绝域 : W = 12 ,X[x(n+) ) O (交 (n+ ) , +∞ )
,=1 ∞,

λ
0 .092519 " )

U
( xza(19) , +∞ )

随= ( 0, 8
.907) V ( 32. 8冷 , t∞ )

4
P

检验 S=2 代
》 ,②:

90
。4=

。
^
47.75732 .8 ∴楼Hs ∴不能达要求




